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1 La vie sur la s�equence principa le

En physique commeailleurs la pressionP est une grandeur qui repr�esente une force F exerc�ee
sur une surface S

P = F=S (1)

Dans le casd'une �etoile sph�erique et de la force de gravitation de Newton nous avons donc

Pg = �
GM 2

R2
=4� R2 = �

GM 2

4� R4
(2)

o�u M et R repr�esentent respectivement la masseet le rayon de l' �etoile consid�er�ee.Tant que l' �etoile est5

sur la s�equence principale cette pressionest contre-balanc�eepar le pressioncin�etique ou thermique
due �a l'agitation desparticulesqui constituent l' �etoile : En assimilant cette derni�ere�a un gazparfait
form�e de N particulesoccupant un volume V �a la temp�erture T; on a la relation bien connue

PV = N kT (3)

ou k est la constante deBoltzmann. Si l' �etoileestsph�eriqueet principalement constitu�eed'hydrog�ene,
si mp repr�esente la massedu proton (en n�egligeant la massede l' �electron) on a N = M =mp et10

V = 4� R3=3. Ainsi

Pt =
3M kT

4� R3mp
(4)

La pressiongravitation nelle est oppos�ee�a la pressionthermique (dont elle est la source), une �etoile
de la s�equenceprincipale est simplement le r�esultat de l' �equilib re entre cesdeux termesantagonistes
Pg + Pt = 0. Cette relation permet d'obtenir la temp�erature en fonction de la masseet du rayon

T =
1
3

GM mp

k R
(5)

pour le Soleil (M � = 2 � 1030kg et R� = 6:95 � 108m) on trouve une temp�erature de l'ordre de15

quelquesmillions de Kelvins. C'est bien l'ordre de grandeur de la temp�erature centrale du Soleil. Une
autre pressionpeut aussi jouer sonrôle, il s'agit de la pressionde radiation donn�eepar la formule de
Stefan-Boltzmann

Pr = � T4 avec � =
� 2k4

45~c3
(6)

Elle n'intervient globalement que pour 1%de la pressiontotale, maiselledemeure fondamentale dans
les r�egions centrales o�u la temp�erature est la plus �elev�ee.De plusieurs millions de Kelvins au centre,20

la temp�erature du Soleil d�ecrô�t jusqu'�a 5700Kelvins en surface. Cette temp�erature centrale et le
con� nement gravitation nel sont su�san ts pour d�eclencher desr�eactions de fusion thermonucl�eairede
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l'Hyd rog�ene en H�elium (Cycle PP).

(7)

Les photons de tr �es haute �energie, produits de cette r�eaction, sont �a l'origine du rayonnement so-
laire1. Pendant tout le temps durant lequel l' �etoile brûle son hydrog�ene, on dit qu'elle est sur sa25

s�equence principale. Une fois tout l'hydrog�ene consomm�e le cycle PP stoppe, la pressionde radia-
tion associ�ee aux photons ne permet plus d'assurer la stabilit �e du c�u r de l' �etoile : Plus rien ne
s'oppose�a la pressiongravitation nelle2 qui fait donc s'e�ondrer le c�u r de l' �etoile et du mêmecoup
augmenter sa temp�erature. Une fois la centaine de millions de Kelvins atteinte une nouvelle r�eaction
thermonucl�eairepeut s'ammorcer: le processus trip le �30

(8)

Dans cette r�eaction, trois atomesd'H�elium (Particule � ) forment un atome de carbone et lib�erent
de l' �energie: C'est le 
 ashde l'H�elium. Pendant que le c�u r secontracte, lesenveloppesexternesde
l' �etoile s'�etendent et se refroidissent, le nouvel �equilib re est appel�e g�eante rouge. Lorsque la g�eante
rouge a consomm�e tout son H�elium, un nouvel e�ondrement se produit, c'est �a pr�esent le tour du
c�u r de carbonne. Si la massede l' �etoile est inf�erieure �a 8M � ; la pressiongravitation nelle ne permet35

pas d'atteindre les 6 � 108K de la temp�erature de fusion du Carbone. Les enveloppes r�esiduelles
d'H�elium et d'Hydrog�ene �echappent �a la gravit �e de l' �etoile : elles sont �evacu�eesdans l'espace. On
obtient une n�ebuleuse plan�etaire que l'on compte parmis les plus beaux objets du ciel nocturne et

1Les divers processusde transport �a travers le Soleil permettent de calculer que lesphotons gammacr�e�esau centre
du Soleil, mettent environ un milllion d'ann�eespour atteindre la surface au niveau de laquelle ils sont �emis sous la
forme d'un rayonnement de corps noir �a 5700Kelvins.

2Dans une r�egion de la taille du c�ur et �a seulement quelquesmillions de Kelvins, la pression thermique est
insu�san te ...
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qui n'ont pourtant rien �a voir aveclesplan�etes.Quel est donc le stade ultime, dans lequel on s'attend
�a retrouver les cadavres d'�etoile de masseinf�erieure �a 8M � ? La r�eponsefut apport�eevers 1930par40

un jeune physicien indien qui allait devenir l'un des plus grand astrophysicien du XX �eme si�ecle :
Subrahmanyan Chandrasekhar.

2 Ph ysique de l' �etat d�eg�en�er�e

2.1 La d�ecouverte de Sirius B

En 1838,en utilisant la m�ethode desparallaxes,F.W. Besseld�etermina la distancede l' �etoile 6145

de la constellation du Cygne. Encourag�e par sesr�esultats, il entreprit la mesure de la distance de
nombreuses�etoiles dont Sirius, de la constellation du grand chien, l' �etoile la plus brillante du ciel
nocturne. Son angle de parallaxede 0.377seconde d'arc correspond �a une distancede seulement 8,65
ann�eeslumi�ere.En suivant le mouvement de cette derni�ere, il constata une perturbation p�eriodique.
Apr�es10ann�eesdeminutieusesobservations,Besselconclut queSirius�etait enfait un syst�emebinaire,50

et bien qu'incapable d'observer le compagnon de l' �etoile brillante, il d�eduisit que celui-ci avait une
p�eriode orbitale d'environ 50 ans. C'est ainsi que de nombreux astronomestent�erent d'observer le
chiot, compagnon t�enu de l' �etoile du chien. Cette quête fut r�ealis�eeen 1862par A. Clark qui utilisa
pour cet exploit une nouvelle g�en�eration de t�elescopesde 50 cm fabriqu�espar sonp�ere.La brillante
Sirius A ser�ev�ela environ mille fois plus brillante que sonchiot Sirius B. Le d�etail desorbites permit55

de pesercesdeux �etoiles,et l'on conclut que Sirius A avait une massede 2,3M � et son chiot 1M � .
Les mesures de Clark avaient �et�e rendues possibles par le passageau p�eriastre de Sirius B, seul
moment favorable aux observations, compte tenu de la di� �erence de luminosit�e (L A = 23:5L � et
LB = 0:03L � ). Au passagesuivant (... 50 ans plus tard ... !), les progr�esde la spectroscopie allaient
permettre de mesurer la temp�erature de surface de Sirius B. Les faibles caract�eristiquesde celle-ci60

laissaient pr�esagerun astre froid et rouge.En 1915,lesobservations de W. Adamsqui travaillait au
fameux observatoire du Mont Wilson montr �erent un chiot bleu �emettant dans l'u ltraviolet et dont la
temp�erature d'environ 27 000Kelvins, est bien sup�erieure aux 9910de Sirius A.

Les toutes nouvelles lois du rayonnement du corps noir, qui permirent �a Planck et Einstein de
poser les basesde la m�ecanique quantique, s'appliquent �a Sirius B : la d�etermination de son rayon65

(0.008 R� ) et donc de la densit�e de Sirius B (environ 4 tonnes par cm3) furent un v�eritable coup
de tonnerre dans la communaut�e des astrophysiciens. Si certains trouvaient cette valeur absurde,
d'autres, commeA. Eddington, voyaient enellela sourcedenouvellesavanc�eesenphysique: Pro� tant
du champ gravitation nel intenseque devrait cr�eerun tel astre, il calcula la d�eviation que celui devait
induire sur lesrayons lumineux conform�ement �a la toute nouvelle th�eoriede la relativit �e g�en�erale.La70

v�eri� cation exp�erimentale decetted�eviation en1925,toujours par Adams,� t d'unepierredeux coups.
La nouvelle th�eoried'Einstein sevoyait couronn�eed'un nouveau succ�eset le ciel desastronomesse
voyait, pour la premi�ere fois, irr �efutablement orn�e d'un objet compact.

2.2 La th �eorie de Cha ndra sekhar

Bien qu'Eddington fut l'un despremiers�a prendre en consid�eration lespropri�et�esextraordinaires75

de cesnainesblanches,il ne pensait pasqu'un nouveautype de pressionpourrait lesexpliquer. Il fut
d'ailleurs l'un desprincipaux d�etracteurs de la nouvelle th�eoriepropos�eepar un jeune indien.

A l'age de 17 ans, en 1928dans la ville de Madras sur le golfe du Bengale, le jeune et brillant
�etudiant Subrahmanyan Chandrasekhar sollicite une entrevue �a l' �eminent A. Sommerfeld, alors en
visite dans sonuniversit�e.C'est selonla l�egende,sur lesconseilsdu Mâ�tre, �a l'issuedecette entrevue,80
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que le jeune homme se serait tourn�e vers le couplage entre deux nouvelles th�eoriesla m�ecanique
quantique et la relativit �e restreinte. En 1930,ag�e de 19 ans, il s'embarque, la derni�ere semaine de
juillet, pour un voyagede 18 jours versCambridgeou il venait d'être accept�e pour un doctorat dans
le prestigieux laboratoire de sesh�erosEddington et Fowler. Il avait d�ecid�e de s'int�eresserdurant la
travers�ee au probl�eme soulev�e par Eddington sur l'origine de cesnaines blanches et d'�etudier une85

piste propos�eepar Fowler. Il r�ealiseraen fait un travail qui marquera l'h istoire desscienceset qui lui
vaudra le prix nobel 54 ans plus tard !

2.2.1 Un nouv eau typ e de pression

La nouveaut�e introduite par Fowler est la priseencompte d'un nouveautypedepressiond'origine
quantique : La pressionde d�eg�en�erescencedesfermions. Un desfondements de la nouvellem�ecanique90

quantique est la dualit �e onde-corpuscule �etendue �a tous les types de particules (Einstein l'avait
compris avec le photon dans l'e�et photo-electrique d�es 1905,de Broglie l' �etendra �a une particule
quelconque dans lesann�ees20), la cons�equencepour la pressionest claire : si on comprime de plus en
plus un ensemble de particules, "l'espace"allou�e �a chaque particule, que l'on peut imaginer comme
une bô�te, va diminuer, si d'autre part on associe une longueur caract�eristique �a une particule (sa95

longueur d'onde), il va exister un taux de compressiontel que la taille de la bô�te va devenir �egal�a la
longueur d'onde de la particule. Si l'on continue �a comprimer le syst�emela taille desboitesdiminuera
et la longueur d'onde des particules dans chaque boite devra retr�ecir pour ne pas empi�eter sur la
particule d'�a cot�e ... Une diminution de la longueur d'onde est une augmentation de l' �energiede la
particule, et donc, de savitesse.Pour un photon de fr�equence� et de longueur d'onde � , nous avons100

en e�et

E = hv =
hc
�

(9)

o�u h est la constante de Planck, et pour une particule de massem et de vitesse�!v , l' �energiecin�etique
est donn�eepar (en introduisant l'imp ulsion �!p = m�!v )

E =
1
2

mv2 =
p2

2m
(10)

L'augmentation de la vitesseampli� e l'in tensit�e deschocs entre les particules et fait donc crô�tre la
pression. Ce type de pressionne s'applique qu'�a l'une desdeux familles de particulesdistingu�eespar105

la m�ecanique quantique : les fermions. Le principe d'exclusion de Pauli interdit en e�et �a 2 fermions
d'être dans le même�etat quantique, alors que tout est possible pour les bosons. Cette pressionde
claustrophobie fermionique estappel�eepressionde d�eg�en�erescencequantique car toutes lesparticules
d�eg�en�erent dans leur �etat le plus fondamental. Bien sur cetype de pressionexistedans tous les�etats
de la mati�ere, mais ne devient non n�egligeable que pour les tr �es fortes densit�escommec'est le cas110

dans les nainesblanches.
Le traitement deceprobl�emepeut s'envisagersousplusieurs formes,nousconsid�ereronsl'approche

suivie par Fowler puis Chandrasekhar, c'est-�a-dire cellede la physique statistique quantique.

2.2.2 Princip es de la physique statistique

Nous consid�erons que notre naine blanche est une sph�ere de rayon R compos�eede n atomesde115

carbone, pour simpli� er les calculs nous supposerons que la densit�e � est constante dans l' �etoile. La
temp�erature de plusieurs dizainesde milliers de Kelvins assure une ionisation compl�etedesatomesde
carbone. Le con� nement gravitation nel assure donc l'existence d'un gaz de N = Zn �electrons et de
masseM = AN mp=Z. Dans cette derni�ere relation nous avons n�eglig�e la massede l' �electrondevant
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celle du proton (prise �egale�a celle du neutron), A repr�esente le nombre de nucl�eons dans le noyau120

(12 pour le carbone ordinaire) et Z le num�ero atomique, nous avons donc pour le carbone (Z = 6)

6n = N; M = 2N mp soit N =
M

2mp
(11)

La pressionde d�eg�en�erescenceest due3 aux �electrons qui sont lesplus rapideset peuvent être consi-
d�er�eslibresde toute forceentre deux collisions : On parle d'un gazparfait quantique.

Consid�eronsl'ensemble E detousles�etatsaccessibles�a ces�electrons(on parleenphysiqued'espace
desphases),et d�ecoupons-leen cellules regroupant tous les �electrons ayant la même�energie" i �a d" i125

pr�es.Chaque cellule contient ni �electrons. Nous avons donc de fa�con formelle

N =
X

i

ni et E =
X

i

ni " i (12)

o�u E repr�esente l' �energie totale des �electrons contenue dans l' �etoile. L'id �ee même de la physique
statistique est d'abandonner la vision discr�ete deschosescontenue dans les relations (12) ; pour une
vision continue et probabiliste. Prenant commeaxiome que les particules sont ind�ependantes, elles
sont d�ecrites par une seule densit�e de probabilit �e de pr�esence dans l'espacedes phasesf (�!r ; �!p ; t);130

qui repr�esente la probabilit �e pour qu'�a l'in stant t une particule (repr�esentativ e de toutes) soit en �!r
�a

�!
dr pr�es,avec une impulsion �!p �a

�!
dp pr�es.

Il est bien connu qu'un �etat d'�energie peut être occup�e par plusieurs particules, par exemple
chacun desniveaux d'�energie

En = �
mpe4

2~
1
n2

n = 1; 2; :::: (13)

accessibles �a un �electron de chargee dans l'atome d'hydrog�ene est compos�e de gn = n2 �etats quan-135

tiques.On dit que chaque�etat d'�energieestd�eg�en�er�e.On disposedonc de N particulesr�eparties dans
descellules ind�ependantes, chaque cellule contient n i particules,et sesubdivise en gi micro-cellules.
On appelle complexion, une fa�con de r�epartir cesN particulesdans toutes cesmicro-cellules.

Le grand m�erite de L. Boltzmann fût de comprendre que l'on pouvait relier l' �etat d'�equilib re d'un
syst�emeau nombre de complexions qui le caract�erise.En d�e� nissant l'entropie par le logarithme du140

nombre 
 de complexions distinctesmultip li�e par la constante de Boltzmann,

S = k ln 
 ; (14)

il comprit que l' �etat d'�equilib re d'un syst�eme�etait celui qui rendait l'entropie maximale.
Le nombre total de complexions distinctes r�ealisables d�epend fortement des particules que l'on

consid�ereet despropri�et�esqu'on leur attrib ue, c'est un simple calcul de d�enombrement :
{ En m�ecanique classique, les particules sont discernables et ne sont pas soumises�a un principe145

d'exclusion


 cla =
Y

i

gn i
i

ni !
(15)

{ En m�ecanique quantique, les particules de mêmetype sont indiscernables. Il existe 2 familles
de particules : Les fermions et les bosons. Les fermions sont soumis au principe d'exclusion de

3tout au moins dans un premier temps ...
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Pauli : Un �etat est occup�e par un seul fermion �a la fois, on ne peut donc pas en mettre plus
d'un par micro-cellule. Les bosons n'y sont pas soumis ...150


 bos =
Q

i
Cgi + n i

gi
pour lesbosons


 bos =
Q

i
Cgi

n i
pour les fermions

(16)

En cherchant le maximum de S sous les containtes N = cste et E = cste, et en utilisant la
formule de Stirlin g

Si N � 1; ln N ! ' N ln N � N (17)

on trouve lesdiversesdistributions d'�equilib re pour les gazparfaits

nmb
i = gi e� � " i Distrib ution de Maxwell-Boltzmann (Classique)

nbe
i = gi

e� " i � � � 1
Distrib ution de Bose-Einstein pour les bosons (Quantique)

nf d
i = gi

e
� (" i � " f )+1

Distrib ution de Fermi-Dirac pour les fermions (Quantique)

(18)

Le potentiel chimique � ou l' �energie de Fermi " f , sont desquantit �esassoci�ees�a la conservation
du nombre de particules.La grandeur � peut être reli�ee�a la temp�erature d'�equilib re T du syst�eme.155

En e�et, en utilisant l'un desprincipesde la thermodynamique qui veut qu'�a l' �equilib re dE = TdS,
on trouve

� =
1

kT
(19)

Revenons �a pr�esent aux �electrons libresdans notre naine blanche ...
En tant que fermions, ils sont d�ecrits par la distribution de Fermi-Dirac, dont la courbe repr�esen-

tativ e est indiqu�eeci-dessous160

(20)

Si la densit�e est faible, le gaz n'est que faiblement d�eg�en�er�e, les �electrons peuvent occuper tous les
�etats d'�energie.Dans le casdes fortes densit�es, ils sont au contraire forc�esde "s'empiler" dans tous
les �etats d'�energie les plus bas �a raison de ni =gi = 1 par micro-cellule. Dans cet �etat d�eg�en�er�e, les
relations (12) deviennent donc

N =
X

i

gi et E =
X

i

gi " i (21)

En rempla�cant la sommediscr�ete par une sommecontinue (int�egrale)sur tout l'espacedesphases,165

pond�er�eepar la densit�e de probabilit �e, il vient �a l' �equilib re

N = 2 �
Z Z

d�!r d�!p
f (�!r ; �!p )
� �!r � �!p

(22)
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Le facteur 2 est un ra�n ement qui vient signaler qu'en fait chaque �etat quantique peut être occup�e
par deux �electrons de spin oppos�esmais pasplus! Le facteur � �!r � �!p repr�esente le volume minimal
d'une micro-cellule de l'espacedesphasesdont l'in verseest simplement le facteur de d�eg�en�erescence.
A ce stade, le principe d'incertitude de Heisenberg vient nous renseigner sur le fait que170

� x:� px � � y:� py � � z:� pz � h (23)

il convient donc de choisir � �!r � �!p = h3.
Dans notre �etat d�eg�en�er�e, tant que " < " f ; on est sur de trouver �a chaque fois une particule dans

chaque micro-cellule, ainsi

f (�!r ; �!p ) =

8
<

:

1 si " < " f

0 si " � " f

(24)

l'in t�egration (22) peut donc se faire en deux temps : sur les positions d'abord on trouve le volume
total occup�e par le gaz d'�electrons, soit le volume V de la naine blanche, sur les impulsions ensuite175

o�u l'on passeen coordonn�eessph�eriquespour avoir

N =
2V
h3

Z pf

0
4� p2dp (25)

La borne sup�erieure de l'in t�egralese comprend aisement : commel' �energie est limit �ee �a " f et que
pour une particule libre E = p2=2m, le module de l'imp ulsion est limit �e �a l'imp ulsion de Fermi

pf =
p

2m" f (26)

Commetout le monde sait int�egrerun carr�e, la relation (25) devient

N =
8� V p3

f

3h3
(27)

Ce petit calcul nous permet d'obtenir sur un plateau l'expressionde l'imp ulsion de Fermi (o�u l'on a180

introduit commehabituellement en m�ecanique quantique ~ = h=2� )

pf = ~
�

3� 2 N
V

� 1=3

(28)

Nous sommes�a pr�esent en mesure d'expliquer le raisonnement de Fowler pour calculer la pressionde
d�eg�en�erescencequantique.

2.2.3 Le calcul de Fowler

Comment trouver la pression de notre gaz parfait quantique d'�electrons d�eg�en�er�es? C'est l�a185

toute la magie de la physique statistique qui permet de relier entre elles les diversesgrandeurs
themodynamiques.

En consid�erant d'�eventuellesvariations quasistatiquesdu volume, le second principe de la ther-
modynamique s'�ecrit

dE = TdS � PdV (29)

Dans notre �etat compl�etement d�eg�en�er�e et si toutes les particules sont indiscernables, il n'existe190

qu'une seule fa�con de r�epartir lesN particulesdans toutes lesmicro-cellules,ainsi 
 = 1 : l'entropie
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est nulle et ne varie pas. 4 La relation (29) nous indique donc que l' �energiene d�epend que du volume
et que la pressiondu gazest simplement donn�eepar

P = �
dE
dV

(31)

Nous avions remarqu�e d�es le d�ebut de notre expos�e que l' �energie du syst�eme est accessible par
une sommation discr�ete (cf. (12)). Un passage�a la limite continue et la prise en compte de la195

d�eg�en�erescencecompl�ete donne pour l' �energie(via un raisonnement en tout points identiques�a celui
fait pour le calcul de N )

E =
V

� 2 ~3

Z pf

0
" p2dp (32)

Fowler note alors que " = p2=2m et obtin t

E =
V

2m� 2 ~3

Z pf

0
p4dp soit E =

V p5
f

10m� 2 ~3
(33)

en remplacant pf par sa valeur calcul�eepr�ec�edement (formule (28)), on trouve � nalement

E =
�

243� 4

1000

� 1=3 ~2

m
N 5=3V � 2=3 (34)

Il ne resteplus qu'�a utiliser la relation (31) pour obtenir la pression200

P =
(9� 4)1=3

5
~2

m

�
N
V

� 5=3

(35)

En utilisant des calculs que nous avions d�ej�a oubli�es reliant N et M (cf. (11)), et l'hypoth�esede
sph�ericit�e pour le calcul du volume, on parvient � nalement �a

P =
~2

15m � 1=3

�
9M
8mp

� 5=3 1
R5

(36)

Nous avions vu qu'une �etoile est le r�esultat de l' �equilib re entre la pressiongravitation nelle et sa
pressioninterne, dans le cas d'une naine blanche, on peut invoquer la pressionde d�eg�en�erescence
quantique des�electrons pour soutenir l' �etoile. La condition d'�equilib re Pg + P = 0 s'�ecrit maintenant205

(en sesouvenant de (2))
~2

15m � 1=3

�
9M
8mp

� 5=3 1
R5

=
GM 2

4� R4
(37)

soit

RM 1=3 =
9
40

(3� 2)1=3 ~2

G m m5=3
p

' 5:37� 1016 m:kg1=3 (38)

4Cel�a revient �a supposer que la temp�erature est n�egligeabledevant la temp�erature de Fermi � f du syst�eme. Par
d�e�nition, nous avons

� f =
" f

k
=

~2

2mkR2

�
9� M
9mp

� 2=3

(30)

qui vaut presque4 milliard de Kelvins, face�a la poussive centaine de millions de Kelvins du centre de la naine blanche
...
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Pour quelquesmassessolaires(1M � ' 2 � 1030 kg), on trouve bien une naine blanche dont le rayon
est de l'ordre de celui de la Terre, tout ceci conform�ement aux observations de Sirius B, et des
nouvellesnainesblanchesobserv�eesdepuis.210

Le r�esultat de Fowler, poussaEddington au raisonnement suivant : Quellesque soit leurs masses,
les �etoiles termineront toutes leur existence dans un �etat de naine blanche v�eri� ant la relation de
Fowler. En rayonnant leur �energie dans l'espace, leur temp�erature diminuera au � l du temps, de
blanche la naine deviendra progressivement grise, puis noire. Quel fabuleux destin pour une �etoile
que de � nir en un diamant5 ...215

Lorsque Chandrasekhar s'embarque sur ce bateau �a destination de l'An gleterre, avec dans son
cartable l'article de Fowler et dans son esprit les conseilsde Sommerfeld, l'espoir d'Edddington va
voler en poussi�ere, tout au moins en partie.

2.2.4 Le calcul de Chandrasekhar

En y regardant de loin bien peu de choseschangent dans le nouveau calcul du jeune indien. En220

fait, tant dans les principesque dans r�esultats, il est r�evolutionaire!
L'id �eede d�epart de Chandrasekhar vient du principed'incertituded'Heisenberg : Si l'on "connait"

bien la position d'une particule quantique, on "connait" moins bien savitesseet r�eciproquement ! La
conclusion est donc claire : si, comme le prouve le calcul de Fowler, les �electrons sont �a ce point
con� n�es(et donc localis�es) que leur d�eg�en�erescence provoque une pressionsu�san te pour emp�echer225

l'e�on drement gravitation nel, alors il sont anim�esd'une tr �esgrande vitesse6 ...
Et, suivant le conseil de Sommerfeld, il faut obligatoirement remplacer la m�ecanique de Newton

par celled'Einstein.
La cons�equencetechniqueest relativement simple : selonleslois de la relativit �e restreinte, il existe

une vitesseinfranchissable c; cellede la lumi�eredans le vide, et �a toute masseest associ�e un �energie230

via la c�el�ebre relation Eo = mc2: Ainsi pour des�electrons relativistes, l' �energien'est plus simplement
seulement donn�eepar la relation classique (10) utilis �eepar Fowler, mais doit être remplac�eepar la
relation d'Einstein7

"2 = p2c2 + m2c4 (39)

Reprenons dans cesconditions le calcul de l' �energie, la relation (32) devient

E =
V

� 2 ~3

Z pf

0

�
p2c2 + m2c4

� 1=2
p2dp (40)

en posant x = p=mc;et donc x f = pf =mc; l' �energiedevient235

E =
V m4 c5

� 2 ~3

Z x f

0
x2

p
x2 + 1 dx (41)

apr�esdeux int�egration par partie, Chandrasekhar vint �a bout de cette int�egraleet obtin t

E =
V m4 c5

8� 2 ~3

�
2x f (x2

f + 1)3=2 � x f (x2
f + 1)1=2 � argsinhx f

�
(42)

5Un arrangement macroscopiquenaturel d'atomes de carbone est en e�et ce que l'on appelle plus courrament un
diamant ...

6un rapide calcul d'ordre de grandeur donne v ' c=3
7L'impulsion et l' �energiecn�etique deviennent �!p = 
 m�!v et E = 
 mc2 o�u 
 =

�
1 � v2=c2

� � 1=2
est le facteur de

Lorentz. En combinant le carr�e de cesdeux relations on trouve la relation d'Einstein. Si v � c, on retrouve E = p2=2m.
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Il constate donc qu'un calcul exactde la pressionva devenir farouchement compliqu�e, il tente donc la
limite ultra-relativiste, c'est-�a-dire la sitution dans laquelle l'imp ulsion des�electrons est tr �esgrande
devant leur �energiede masse8

pf � mc soit x f � 1 (43)

un d�eveloppement limit �e �a la port�eede tout navigateur lui permet d'obtenir240

�
2x f (x2

f + 1)3=2 � x f (x2
f + 1)1=2 � argsinhx f

�

8
�

x f ! + 1
x4

f + x2
f

4
�

ln 2x f

8
+

1
32

�
1 � x � 2

f + O(x � 4
f )

�

(44)
en n�egligeant le terme logarithmique et lessuivants, il obtient dans le casultra-relativiste

E =
V m4 c5x4

f

4� 2 ~3

"

1 +
1
x2

f

#

(45)

en reportant la valeur inchang�eede l'imp ulsion de Fermi (cf. relation (28)), il vient

E =
1

4� 2

�
~c

�
3� 2N

� 4=3
V � 1=3 +

m2c3

~

�
3� 2N

� 2=3
V 1=3

�
(46)

et le calcul de la pressions'en d�eduit directement par d�erivation sur V

P =
1
4

"

~c
�
3� 2

� 1=3
�

N
V

� 4=3

�
2m2c3

~(3� 2)1=3

�
N
V

� 2=3
#

(47)

on y est presque ... en exprimant commedans le casclasssique N en fonction de M (relation (11)) et
V en fonction de R pour la naine sph�erique, quelquesmanipulations fournissent245

P =
~c

12� 2=3

�
9M
8mp

� 4=3 1
R4

"

1 �
m2c2

~2

R2

(9� M =8mp)2=3

#

(48)

en cherchant l' �equilib re avec la pressiongravitation elle, on trouve �a pr�esent une relation de la forme

R
Rc

=
�

M
M c

� 1=3
"

1 �
�

M
M c

� 2=3
#1=2

(49)

o�u l'on a introduit la masseet le rayon de Chandrasekhar

M c =
p

3�
�

3
8mp

� 2 �
~c
G

� 3=2

et Rc =
~

mc
� 1=3

�
9M c

8mp

� 1=3

(50)

On aboutit donc �a la conclusion suivante : Pour que la naine blanche puisseexister (ce qui revient
par exemple �a pouvoir d�e� nir une valeur r�eellepour le rayon ...), il faut que la massede l' �etoile soit
plus petite que la massede Chandrasekhar. Au del�a, la pressionde d�eg�en�erescence quantique des250

�electrons n'est plus su�san te pour contenir la pressiongravitation nelle. Un calcul explicite de cette

8Si v ' c, alors 
 =
�
1 � v2=c2

� � 1=2
� 1; et comme mv ' mc on en d�eduit que p = 
 mv � mc et donc

x = p=mc� 1.
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limite donne ici M c = 0; 78M � et Rc = 5755km: Une th�eorieplus pr�ecisemais plus complexe9 donne
en fait M c = 1:54M � ; c'est-�a-dire le double de notre valeur.

Cette limite sup�erieure pour la massed'une naine blanche a �et�e, depuis le calcul nautique de
Chandrasekhar, v�eri� �ee aussi bien par des observations que par des r�esolutions num�eriques plus255

compl�etesdu probl�eme.Jusqu'�a samort en 1944,Eddington lutta contre le fait que la gravit �e puisse
l'emporter pour des�etoilesmassives.Dans un premier temps lesfaits lui donn�erent raison : Pour des
�etoilesplus massivesque M c la pressiongravitation nelle � nit par faire fusionner les �electrons et les
protons en neutrons dont la pressionde d�eg�en�erescenceest sup�erieure �a celledes�electrons. On forme
alors une �etoile �a neutron dont le diam�etre n'est plus que de quelques dizaines de kilom�etres pour260

environ une massesolaire.Descalculs semblables,maisen relativit �e g�en�eralecette fois-ci,permettent
de constater qu'une �etoile �a neutron de plus de 3 massessolairesdoit s'e�ondrer. Rien alors ne peut
plus arr�eter la gravit �e, l' �etoile devient dans cesconditions cequ'il estconvenu d'appeller un trou noir.
C'est surtout de ce genre de chosedont Eddington avait horreur. Pourtant, dans la derni�ere moiti �e
du XX �emesi�ecle,on observa beaucoup de nainesblanchesmais jamais une dont la massed�epassela265

limite autoris�ee, de nombreuses�etoiles �a neutrons, mais toujours dans le bon domaine de masse.
On observe aussi, indirectement, de nombreux candidats trous noirs et dans tous les cas l'objet
myst�erieux �a toujours une massesup�erieure �a 3M � .

La carri�ere de S. Chandrasekhar, si glorieusement d�ebut�ee, se poursuivit jusqu'�a la toute � n
du XX �eme si�ecle,apr�es la publication de plus de 1500articles dans de tr �es nombreux domaines de270

l'astrophysique qu'il a su �eclairer de son g�enie. Il recu en 1984 le prix nobel de physique pour ses
travaux sur lesnainesblancheset cefameux exposant 4/3 dans la densit�equi vient limiter leur masse.

Consta nte utilis �ees
Rayon de la Terre R� = 6:96� 108m
Massede la Terre M � = 1:99� 1030kg
Massede l' �electron m = 9:1 � 10� 31kg
Massedu proton m = 1:67� 10� 27kg
Constante de Boltzmann k = 1:38� 10� 23J:K � 1

Constante de Planck ~ = h=2� = 1:05� 10� 34J:s
Vitessede la lumi�eredans le vide c = 2:9 � 108m:s� 1

Constante de la gravitation G = 6:67� 10� 11N:m2:kg� 1

9Le calcul pr�esent�e ici revient �a consid�erer que la densit�e est constante. L'existence d'une masselimite provient de
l' �equation d'�etat P = cste:� 4=3 dite polytropique d'indice 4=3. Pour trouver la "bonne" valeur de la masselimite, il
"su�t" de combiner les deux �equationsd'�equilibres

�  = 4� G� et
dP
dr

= � G
M (r ) �

r 2 (51)

On montre alors que � s'annule en un rayon Rc; on en d�eduit la masselimite

M c =
Z R c

0
4� r 2� (r ) dr (52)
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