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1 Lavie sur la sequence principa le

En physique commeailleurs la pressionP est une grandew qui represeite une force F exerece
sur une suface S

P=F=S (1)
Dans le casd'une etoile spherique et de la force de gravitation de Newton nous avons donc
_ GM2_ _, GM?
Po= R TRE IR @)

ou M et R represetent respectivemert la masseet le rayon de ' etoile consideree. Tant que ' etoile est
sur la sequence principale cette pressionest cortre-balancee par le pressioncinetique ou thermique
due a l'agitation desparticulesqui corstituert I'etoile : En assimilart cette dernierea un gaz parfait
forme de N particulesoccupant un volumeV a la temperture T; on a la relation bien comue

PV = NKT 3)

ou k estla constante de Boltzmann. Si ' etoile estspherique et principalemert constitu eed'hydrogene,
si m, represerte la massedu proton (en negligean la massede I'electror) on a N = M=m, et
V = 4 R3=3. Ainsi
3M kT
= 4
4 R°m, (4)

La pressiongravitation nelle est opposeea la pressionthermique (dont elle est la souce), une etoile
de la sequence principale est simplemert le resutat de I'equlibre ertre cesdeux termesantagonistes
Py + P: = 0. Cette relation permet d'obtenir la temperature en fonction de la masseet du rayon

t

_1GMm,
"~ 3 kR ®)

pour le Soleil (M = 2 10°%getR = 6:95 1C°m) on trouve une temperature de l'ordre de
guelguesmillions de Kelvins. C'est bien I'ordre de grandew de la temperature certrale du Soleil. Une
autre pressionpeut aussijouer sonrdle, il s'agit de la pressionde radiation donneepar la formule de
Stefan-Boltzmann
B 4 B 2k4

Pr= T avec = YT (6)
Elle n'intervient globalemen que pour 1%de la pressiontotale, mais elle demeue fondamertale dans
lesregiors certrales ou la temperature estla plus elevee.De plusieus millions de Kelvins au certre,
la temperature du Soleil decrdt jusqua 5700Kelvins en surface. Cette temperature certrale et le

con nemert gravitation nel sort susan ts pour declercher desreactiors de fusionthermorucleairede
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Les photons de tres haute energie, produits de cette reaction sort a l'origine du rayonnemen so-
laire!. Pendant tout le temps durant lequel I'etoile brale son hydrogere, on dit qu'elle est sur sa
sequence principale. Une fois tout I'hydrogene consomne le cycle PP stoppe, la pressionde radia-
tion asseiee aux photons ne permet plus d'assuer la stabilite du cu r de I'etoile : Plus rien ne
s'opposea la pressiongravitation nelle? qui fait donc s'e ondrer le c u r de I' etoile et du m&mecoup
augmerter satemperature. Une fois la certaine de millions de Kelvins atteinte une nouvelle reaction
thermorucleaire peut s'ammorcer: le processis trip le

(8)

Dans cette reaction, trois atomesd'Helium (Particule ) formert un atome de carbone et liberen
del'erergie: C'estle ashdel'Helium. Pendant quele c u r secortracte, lesernveloppesexternesde
I'etoile s'etendent et serefroidisser, le nouvel equlibre est appele gearte rouge. Lorsque la gearte
rouge a consomne tout son Helium, un nouvel e ondremert se produit, c'est a presen le tour du
c u r decarbonne. S la massede I' etoile estinferieure a 8M ; la pressiongravitation nelle ne permet
pas d'atteindre les6 10°K de la temperature de fusion du Carbone. Les erveloppes residuelles
d'Helium et d'Hydrogene echappert a la gravite de I'etoile : ellessort evacueesdans l'espace. On
obtient une nebuleuse planetaire que I'on compte parmis les plus beawx objets du ciel nocturne et

lLesdivers processudle transport a traversle Soleil permettent de calculer que les photons gammacreesau certre
du Soleil, mettent erviron un milllion d'anneespour atteindre la surface au niveau de laquelle ils sort emis sousla
forme d'un rayonnemeri de corps noir a 5700 Kelvins.

2Dans une region de la taille du cur et a seulemen quelquesmillions de Kelvins, la pression thermique est
insu san te ...
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qui n‘ont pourtant rien a voir aveclesplanetes.Quel estdonc le stade ultime, dans lequel on s'attend
a retrouver les cadavres d'etoile de masseinferieuwe a 8M ? La reponsefut apporteevers 1930par
un jeune physicien indien qui allait devenir I'un des plus grand astrophysicien du XX "¢ siecle:
Subrahmanyan Chandrasektar.

2 Physique de [|'etat degenere

2.1 La decouverte de Sirius B

En 1838,en utilisant la methode desparallaxes,F.W. Besseldetermina la distance de I' etoile 61
de la corstellation du Cygne. Encourage par sesresutats, il entreprit la mesue de la distance de
nombreusesetoiles dont Sirius, de la constellation du grand chien, I'etoile la plus brillante du ciel
nocturne. Son angle de parallaxe de 0.377secomle d'arc correspnd a une distance de sedemert 8,65
anneeslumiere. En suivant le mouvemern de cette derniere,il constata une perturbation periodique.
Apresl0anneesde minutieusesobsenations, Bessekonclut que Sriu s etait enfait un systemebinaire,
et bien quincapable d'obsener le compagnon de I' etoile brillante, il deduisit que celu-ci avait une
periode orbitale d'environ 50 ans. C'est ainsi que de nombreux astronomestenterert d'obsener le
chiot, compagnon teru de I'etoile du chien. Cette quéte fut realisseen 1862par A. Clark qui utilisa
pour cet exploit une nouvelle generation de telescogsde 50 cm fabriquespar son pere. La brillante
Sirius A serewvela erviron mille fois plus brillante que sonchiot Srius B. Le detail desorbites permit
de pesercesdeux etoiles, et I'on conclut que Sirius A avait une massede 2,3V et son chiot 1M
Les mesues de Clark avaiert ete rendues possilles par le passageau periastre de Srius B, sed
momert favorable aux obsenations, compte tenu de la di ererce de luminosite (L = 235L et
Lg = 0:03L ). Au passagesuivant (... 50 ans plus tard ...!), les progresde la spectroscofe allaient
permettre de mesuer la temperature de surface de Srius B. Les faibles caracteristiques de celle-ci
laissaien presagerun astre froid et rouge. En 1915,les obsenations de W. Adamsqui travaillait au
famewx obsenatoire du Mont Wilson morntrerert un chiot bleu emettart dans l'ultraviolet et dont la
temperature d'environ 27 000Kelvins, est bien superieure aux 9910de Sirius A.

Les toutes nouvelleslois du rayonnement du corps noir, qui permirent a Planck et Einstein de
poserles basesde la mecanque quantique, s'appliquert a Sirius B : la determination de sonrayon
(0.008R ) et donc de la densite de Sirius B (environ 4 tonnes par cm®) furent un veritable coup
de tonnerre dans la communaute des astrophysiciers. S certains trouvaiernt cette valeur absurde,
d'autres,commeA. Eddington, voyaiert enellela souce de nouvellesavanceesen physique: Pro tant
du champ gravitation nel intenseque devrait creerun tel astre, il calcua la deviation que celu devait
induire sur lesrayons lumineux conformemern a la toute nouvelle theoriede la relativit e gererale.La
veri cation experimertale de cette deviation en 1925 toujours par Adams, t d'une pierre deux coups.
La nouvelle theorie d'Ein stein sevoyait couronneed'un nouveau succeset le ciel desastronomesse
voyait, pour la premierefois, irr efutablemert orne d'un objet compact.

2.2 La theorie de Chandra sekhar

Bien qu'Eddington fut I'un despremiersa prendre en corsideration les proprietesextraordinaires
de cesnainesblanches, il ne pensait pasqu'un nouveautype de pressionpourrait lesexpliquer. Il fut
d'ailleurs I'un desprincipaux detracteus de la nouvelle theorie proposepar un jeune indien.

A l'age de 17 ans, en 1928dans la ville de Madras sur le golfe du Bengale, le jeune et brillant
etudiant Subrahmanyan Chandrasekhar sollicite une ertrevue a I'eminert A. Sommerfeld alors en
visite dans sonuniversite. C'est selonla legerde, sur lesconseilsdu Matre, a l'issue de cette entrevue,
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gue le jeune homme se serait tourne vers le couwplage ertre deux nouvellestheoriesla mecarnque
guantique et la relativit e restreinte. En 1930, age de 19 ans, il s'enbarque, la derniere semaire de
juillet, pour un voyagede 18jours vers Cambridgeou il venait d'etre accepie pour un doctorat dans
le prestigiew laboratoire de sesherosEddington et Fowler. Il avait decide de s'interesserdurant la
traversee au probleme sodeve par Eddington sur l'origine de cesnaines blanches et d'etudier une
piste proposeepar Fowler. Il realiseraen fait un travail qui marqueral'histoire desscierceset qui lui
vaudra le prix nobel 54 ans plus tard !

2.2.1 Un nouveau type de pression

La nouveau e introduite par Fowler estla prise encompte d'un nouveautype de pressiond'origine
guantique : La pressionde degenerescenedesfermions. Un desfondemeris de la nouvelle mecanque
guantique est la dualite onde-corpuscue etendue a tous les types de particules (Einstein l'avait
compris avec le photon dans I'e et photo-electrique des 1905, de Broglie I'etendra a une particule
guelcormgue dans lesannees20), la consequence pour la pressionestclaire : sion comprime de plusen
plus un ensenble de particules, "I'espace”alloue a chaque particule, que I'on peut imaginer comme
une bote, va diminuer, si d'autre part on assaie une longuew caracteristique a une particule (sa
longuewr d'onde), il va existerun taux de compressiontel que la taille de la bote va devenir egalala
longuewr d'onde de la particule. S I'on continue a comprimer le systemela taille desboitesdiminuera
et la longueu d'onde des particules dans chaque boite devra retrecir pour ne pas empeter sur la
particule d'a cote ... Une diminution de la longueur d'onde est une augmertation de I'energie de la
particule, et donc, de savitesse.Pour un photon de frequence et de longueur d'onde , nous avons
ene et

hc
E=hv (9)
ou h estla constante de Planck, et pour une Partlcule de massem et de vitesse' v, I'energiecinetique
estdonneepar (en introduisart lI'impulsion‘p = m v)
1 p?
E=Imv= — 10
2 2m (10)

L'augmertation de la vitesseampli e l'intensite deschocs ertre les particules et fait donc crdtre la
pression Cetype de pressionne s'applique qu'a l'une desdeux familles de particules distingueespar
la mecanque quantique : lesfermions. Le principe d'exclusion de Pauli interdit ene et a 2 fermions
d'étre dans le méme etat quantique, alors que tout est possille pour les bosors. Cette pressionde
claustrophobie fermionique est appeleepressionde degenerescene quantiqu e car toutes lesparticules
degererert dans leur etat le plus fondamertal. Bien sur cetype de pressionexiste dans tous les etats
de la matiere, mais ne deviert non negligealbe que pour les tresfortes densitescommec'est le cas
dans les nainesblanches.

Le traitement de ceproblemepeut s'envisagersous plusieus formes,nous considererors|'approche
suivie par Fowler puis Chandrasekhar, c'est-a-dire cellede la physique statistique quartique.

2.2.2 Princip es de la physique statistique

Nous considerons que notre naine blanche est une sphere de rayon R composee de n atomesde
carbone, pour simpli er les calcus nous supposerors que la dersite  est constante dans I' etoile. La
temperature de plusieus dizainesde milliers de Kelvins assue une ionisation compete desatomesde
carbone. Le con nemer gravitation nel assue donc l'existenced'un gazde N = Zn electrors et de
masseM = AN m,=Z. Dans cette derniererelation nous avons neglige la massede I'electron devant
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celledu proton (prise egalea celledu neutron), A represerte le nombre de nucleors dans le noyau
(12 pour le carbone ordinaire) et Z le numero atomique, nous avons donc pour le carbone (Z = 6)

M

6n=N; M =2Nm, soit N=_——
2m,

(11)

La pressionde degererescene est due® aux electrors qui sort les plus rapideset pewert tre corsi-
dereslibres de toute force erntre deux collisions : On parle d'un gaz parfait quantique.
Considerorsl'ensenble E detouslesetats accessilesa ceselectrors (on parle enphysique d'espace
desphases),et decoypons-le en cellules regrowpant tous les electrors ayant la mémeenrergie”; a d";
pres.Chaque cellule cortient n; electrors. Nous avons donc de facon formelle
X X
N = n; et E = n;"; (12)

ou E represette I'erergie totale des electrors cortenue dans I'etoile. L'id ee m&me de la physique
statistique est d'abandonner la vision discrete deschosescorntenue dans lesrelations (12) ; pour une
vision cortinue et probabiliste. Prenant commeaxiome que les particules sort mdependantes elles
sort decrites par une seue densite de probabilit e de presere dans I'espace des phasesf ( r; p t)
qU| represere la probabilit e pour qu al'instant t une particule (represemativ e de toutes) SOIt en'r
a dr pres,avec une impulsion p a dp pres.

Il est bien comu qu'un etat d'erergie peut tre occupe par plusieus particules, par exemge
chacun desniveaw d'energie

mpe* 1

E,= >~ 2 n=12:: (13)

accessiles a un electron de charge e dans I'atome d'hydrogene est compose de g, = n? etats quan-
tigues.On dit que chaque etat d'energieestdegenere. On disposedonc de N particulesreparties dans
descellules independantes, chaque cellule cortient n; particules, et sesubdivise en g; micro-cellues.
On appelle compexion, une facon de repartir cesN particules dans toutes cesmicro-cellues.

Le grand merite de L. Boltzmann fat de comprendre que I'on pouvait relier I'etat d'equilibre d'un
systemeau nombre de compexions qui le caracterise.En de nissart I'entropie par le logarithme du
nombre de compexions distinctes multip lie par la constante de Boltzmann,

S=kin ; (14)

il comprit que I'etat d'equlibre d'un systemeetait celu qui rendait I'entropie maximale.
Le nombre total de compexions distinctes realisables depend fortemert des particules que I'on
corsidere et desproprietesqu'on leur attrib ue, c'est un simple calcd de denombremert :
{ En mecanque classiqte, les particules sort discerrables et ne sort pas soumisesa un principe
d'exclusion v g

ni!

cla —
i
{ En mecanque quantique, les particules de meémetype sort indiscerrables. Il existe 2 familles
de particules: Lesfermions et lesbosors. Les fermions sort soumis au principe d'exclusion de

(15)

Stout au moins dansun premier temps ...



Pauli : Un etat est occupe par un seu fermion a la fois, on ne peu donc pas en mettre plus

150 d'un par micro-cellde. Lesbosors n'y sort pas soumis ...
Q gein
bos = C§;+ ni pour lesbosors
i
0 (16)
bos = CJ pour lesfermions
0S n;
i

En cherchant le maximum de S sows les containtes N = cste et E = cste, et en utilisant la
formule de Stirlin g

SN 1, InN!" NInN N (17)
on trouve lesdiversesdistributions d'equilibre pour les gaz parfaits
n"=ge Distrib ution de Maxwell-Boltzmann (Classiqle)
npe= 94— Distrib ution de Bose-Eirstein pour lesbosors (Quartique) (18)
nid= ﬁ Distrib ution de Fermi-Dirac pour lesfermions (Quartique)
e Vi flyg

Le potertiel chimique ou I'energiede Fermi "¢, sort desquantit esassaieesa la consenation
155 du nombre de particules. La grandeur peut etre relieea la temperature d'equlibre T du systeme.
En e et, enutilisant I'un desprincipesde la thermodynamique qui veut qu'a I'equilibre dE = TdS,

on trouve 1

T kT
Rewvenons a presen aux electrors libres dans notre naine blanche ...
En tant que fermions, ils sort decrits par la distribution de Fermi-Dirac, dont la coube represen
10 tativ e estindiqueeci-dessosg
U

Gi

(19)

Complétement
<« dégénéré

1

Faiblement
47 dégénéré

0 & & (20)

S la dersite est faible, le gaz n'est que faiblement degerere, les electrors pewent occuper tous les
etats d'energie. Dans le casdesfortes dersites, ils sort au cortraire forcesde "s'empqler" dans tous
les etats d'energie les plus bas a raison de nj=g = 1 par micro-cellde. Dans cet etat degenrere, les
relations (12) deviemert donc

N= g et E= g (21)

s En remplacan la sommediscrete par une sommecortinue (integrale) sur tout I'espace des phases,
pondereepar la densite de probabilit e, il vient a I'equilibre

ZZ f(!l’ N )
N =2 d'r o|!p—,r—"_o.a (22)

7
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Le factewr 2 estun ran emen qui vient signaler qu'en fait chaque etat quantique peut &tre occupe
par deux electrors de spin opposesmais pas plus! Le facteur 'r !p represere le volume minimal
d'une micro-cellue de I'espacedesphasesdont I'inverseest simplemert le facteur de degenerescene.
A cestade, le principe d'incertitude de Heiserberg vient nous renseigrer sur le fait que

X: Px Yy py Z. p, h (23)

il corvient donc de choisir  'r !p = hd.
Dans notre etat degerere, tant que " < "¢; on estsur de trouver a chaque fois une particule dans
chaque micro-cellue, ainsi 8
<1l si"<"
f(ri'p)=. (24)
0 sit

l'integration (22) peut donc sefaire en deux temps : sur les positions d'abord on trouve le volume
total occupe par le gazd'electrors, soit le volume V de la naine blanche, sur lesimpulsions ensuite
ou I'on passeen coordonneesspheriquespour avoir

2VZ Pr

N = 22
h3

4 pdp (25)

La borne superieue de l'integralese comprend aisemeim : commel' erergie est limiteea "; et que
pour une particule libre E = p?=2m, le module de I'imp ulsion est limit e a I'imp ulsion de Fermi

P = P 2m"¢ (26)
Commetout le monde sait integrerun carre, la relation (25) deviert

_8fo3
~ 3n3

Ce petit calcu nous permet d'obtenir sur un plateau lI'expressionde I'imp ulsion de Fermi (ou I'on a
introduit commehabitu ellemen en mecarnque quantique ~= h=2 )

(27)

N 1=3
=~ 3 C 28
P v (28)
Nous sommesa preseih en mesue d'expliquer le raisommemern de Fowler pour calcuer la pressionde
degererescene quarntique.

2.2.3 Le calcul de Fowler

Commern trouver la pressionde notre gaz parfait quantique d'electrors degeneres? C'est la
toute la magie de la physique statistique qui permet de relier entre elles les diversesgrandeurs
themadynamiques.

En corsiderant d'eventuellesvariations quasistatiqguesdu volume, le secom principe de la ther-
modynamique s'ecrit

dE = TdS PdV (29)
Dans notre etat competemen degenrere et si toutes les particules sort indiscerrables, il n'existe
gu'une sede facon de repartir lesN particulesdans toutes les micro-cellues,ainsi = 1: I'entropie

8
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estnulle et ne varie pas.“ La relation (29) nous indique donc que I' erergie ne depend que du volume
et que la pressiondu gaz est simplemert donneepar
dE
P e - 31
qv (31)
Nous avions remarque des le debut de notre expose que I'energie du systeme est accessike par
une sommation discrete (cf. (12)). Un passagea la limite cortinue et la prise en compe de la
degererescene compete donne pour I'energie(via un raisomemert entout points idertiquesa celu
fait pour le calcu de N) 7

E = " p?dp (32)

Fowler note alorsque " = p?=2m et obtint

Z
_ Vv - oo Ve
E= W . ) dp soit E = w (33)
enremplacarnt p; par savaleu calcueeprecdemen (formule (28)), on trouve nalemert
2434 2
— —N 5—3V 2=3 34
1000 m (34)
Il ne reste plus qu'a utiliser la relation (31) pour obtenir la pression
9 Mn1=8 2 N 5=3

En utilisant des calcus que nous avions deja oubliesreliant N et M (cf. (11)), et I'hypothesede
sphericite pour le calcu du volume, on parvient nalemen a

~2 oM 21

P= =
15m = 8m, R®

(36)

Nous avions vu qu'une etoile est le resutat de I'equilibre entre la pressiongravitation nelle et sa
pressioninterne, dans le cas d'une naine blanche, on peu invoquer la pressionde degenerescene
quantiqu e deselectrors pour souenir |'etoile. La condition d'equlibre P4+ P = 0 s'ecrit maintenant
(en sesowenant de (2))

~2 oM 21 GM?

15m = 8m, R5 4 RS (37)
soit -
VAR
RM =2 = 3%' 5:37 10 m:kg*= (38)
40Gmmy>°

4Cela revient a supposer que la temperature est negligeabledevant la temperature de Fermi ¢ du systeme. Par
de nition, nous avons
2 g M 28

"7 kT 2mkRZ 9m,
qui vaut presque4 milliard de Kelvins, facea la poussiwe certaine de millions de Kelvins du certre de la naine blanche

(30)
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Pour quelquesmassessolaires(1M 2 10 kg), on trouve bien une naine blanche dont le rayon
est de l'ordre de celu de la Terre, tout ceci conformemern aux obsenations de Srius B, et des
nouvellesnainesblanchesobseneesdepuis.

Le resudtat de Fowler, poussaEddington au raisomemen suivant : Quellesque soit leurs masses,
les etoiles terminerort toutes leur existerce dans un etat de naine blanche veri ant la relation de
Fowler. En rayonnant leur erergie dans 'espace, leur temperature diminuera au | du temps, de
blanche la naine devierdra progressiemert grise, puis noire. Quel fabuleux destin pour une etoile
que de nir enun diamant?® ...

Lorsque Chandrasekhar s'embarque sur ce bateau a destination de I'An gleterre, avec dans son
cartable l'article de Fowler et dans son espit les conseilsde Sommerfeld I'espoir d'Edddington va
voler en pousskre, tout au moins en patrtie.

2.2.4 Le calcul de Chandrasekhar

En y regardant de loin bien peu de choseschangert dans le nouveau calcu du jeune indien. En
fait, tant dans les principesque dans resutats, il estrewlutionaire!

L'id eede depart de Chandrasekrar vient du principe d'incertitude d'Heiserberg: S I'on "comait”
bien la position d'une particule quantique, on "comait” moins bien savitesseet reciproquemert ! La
corclusion est donc claire : si, commele prouve le calcu de Fowler, les electrors sort a ce point
con nes(et donc localises) que leur degenerescene provoque une pressionsusan te pour empecder
I'e on dremert gravitation nel, alorsil sort animesd'une tresgrande vitesse ...

Et, suvant le conseil de Sommerfeld il faut obligatoiremert remplacer la mecanque de Newton
par celled'Einstein.

La consequencetechnique estrelativemen simple : selonleslois de la relativit e restreirte, il existe
une vitesseinfranchissable c; cellede la lumieredans le vide, et a toute masseest ass@ie un erergie
via la celebre relation E, = mc?: Ainsi pour deselectrors relativistes, I' energien'est plus simplemert
sedemert donneepar la relation classiqwe (10) utilisee par Fowler, mais doit &tre remplacee par la
relation d'Einstein’

"2 = p’c® + m?c (39)
Reprenons dans cesconditions le calcu de I'energie, la relation (32) deviert
Z
V pf =,
E = p? + m2c* 7 p2dp (40)

2 3
0

enposarn x = p=mc;et donc Xy = pr=mc; | energiedeviert

Vm“cSZXf

2 3
0

E x2IO x2 + 1dx (41)

apresdeux integration par partie, Chandrasekrar vint a bout de cette integraleet obtint

_Vvmie

E= g 23 2x; (xf + 1)°2 x; (xf + )Y argsinhx; (42)

SUn arrangemen macroscopiquenaturel d'atomes de carbone est en e et ce que I'on appelle plus courramert un
diamant ...
un rapide calcul d'ordre de grandeur donnev' c¢=3
. . , . . . 1=2
"Limpulsion et I'energiecnetique deviennert 'p = mlv etE = mc2ou = 1 v2=¢ est le facteur de
Lorentz. En combinant le carre de cesdeux relations on trouve la relation d'Einstein. Siv ¢, onretrouve E = p?=2m.
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Il constate donc qu'un calcu exactde la pressionva devenir farouchemern comgique, il tente donc la
limite ultra-relativiste, c'est-a-dire la sitution dans laquelle I'imp ulsion deselectrors est tresgrande
devant leur energiede massé

P mc  soit  Xg 1 (43)

un deweloppemert limit e a la porteede tout navigateur lui permet d'obtenir

2X; (X2 + 1) x; (x? + 1)¥2  argsinhx X+ %2 In2x 1
£ (Xf ) £ (Xf ) g f f f fe = 1 Xf2+O(Xf4)
8 Xp ! +1 4 8 32
(44)
en negligean le terme logarithmique et les suivants, il obtient dans le casultra-relativiste
n #
_Vmtex? 1
=13 1+ E (45)
enreportant la valeu inchangeede I'imp ulsion de Fermi (cf. relation (28)), il vient
4=3 = m2c3 2=3, ,1=
E:p~c32N vV B+ — 32N TV (46)
et le calcu de la pressions'endeduit directemert par derivation sur V
n #
1 == N 2m2@@ N PP
P=>- ~ 3?2 — —_— = 47
4 Vv ~3 2 Vv 47

ony estpresqte ... enexprimant commedans le casclasssiqe N en fonction de M (relation (11)) et
V enfonction de R pour la naine spherique, quelques manipulations fournissert

n #
~ ™M "1 m2c2 R2
P= —frf — — - (48)
12 2=3 8mp R4 ~2 (9 M :8mp)2—3
en cherchant I'equilibre avecla pressiongravitation elle, on trouve a presem une relation de la forme
n #1:2
R M 1=3 M 2=3
— = — 1 — (49)
Re M. M.
ou I'on aintroduit la masseet le rayon de Chandrasekhar
P~ 3 % ~ *? ~ . oM.
M = T — et R,= — ¥ —=° 50
¢ 8m, G " mc 8m, (50)

On aboutit donc a la conclusion suivante : Pour que la naine blanche puisseexister (ce qui reviernt
par exemge a pouvoir de nir une valeu reellepour le rayon ...), il faut que la massede I' etoile soit
plus petite que la massede Chandrasekhar. Au dela, la pressionde degererescene quantique des
electrors n'est plus susan te pour cortenir la pressiongravitation nelle. Un calcu explicite de cette

8Siv' ¢ alors = 1 =@ ' 1; et commemv ' mc on en deduit que p = mv mc et donc
X=p=mc 1.

11
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limite donneici M. = 0;78M et R, = 575%m: Une theorieplus precisemais plus compexe® donne
enfait M. = 1:54M ; c'est-a-dire le double de notre valeur.

Cette limite superieure pour la massed'une naine blanche a ete, depuis le calcu nautique de
Chandrasekrar, veri ee aussi bien par des obsenations que par des resoluions numeriques plus
competesdu probleme.Jusqua samort en 1944,Eddington lutta cortre le fait que la gravit e puisse
I'emporter pour desetoilesmassives.Dans un premier temps lesfaits lui donnerert raison: Pour des
etoiles plus massivesque M. la pressiongravitation nelle nit par faire fusiomer les electrors et les
protons en neutrons dont la pressionde degenerescene est superieure a celledeselectrors. On forme
alors une etoile a neutron dont le diametre n'est plus que de quelques dizaines de kilometres pour
erviron une massesolaire.Descalcus senblables, mais enrelativit e generalecette fois-ci, permettert
de constater gu'une etoile a neutron de plus de 3 massessolairesdoit s'e ondrer. Rien alors ne peut
plus arreter la gravite, I' etoile deviert dans cesconditionscequ'il estcorveru d'appeller un trou noir.
C'est surtout de ce gerre de chosedont Eddington avait horreur. Pourtant, dans la derniere moitie
du XX*®Mesjecle,on obsena beawcouwp de nainesblanches mais jamais une dont la massedepassela
limite autorisee, de nombreusesetoiles a neutrons, mais toujours dans le bon domaine de masse.
On obsene aussi, indirectemert, de nombreux candidats trous noirs et dans tous les cas l'objet
mysterieux a toujours une massesuperieue a 3M

La carriere de S. Chandrasekhar, si glorieusemen debutee, se poursuivit jusqua la toute n
du XX°®M¢ siecle,apresla publication de plus de 1500articles dans de tresnombreux domaines de
I'astrophysique qu'il a su eclairer de son genie. Il recu en 1984 le prix nobel de physique pour ses
travaux sur lesnainesblancheset cefamew exposar 4/3 dansla densite qui vient limiter leur masse.

Constante utilis ees

Rayon de la Terre R =696 1CFm
Massede la Terre M =199 10°%g
Massede |'electron m= 91 10 3kg
Massedu proton m= 167 10 ?’kg
Constante de Boltzmann k=138 10 2#JK 1
Constante de Planck ~=h=2 =105 10 **Js
Vitessede la lumieredans le vide c¢= 29 10fm:s *
Constante de la gravitation G =667 10 N:m?%kg *?

9Le calcul presene ici revient a considerer que la densite est constarte. L'existence d'une masselimite provient de
I'equation d'etat P = cste: 42 dite polytropique d'indice 4=3. Pour trouver la "bonne" valeur de la masselimite, il
"sut" decombiner les deux equationsd'equilibres

dP _ M (r)

=4 G et —— G 51
dr r2 (1)
On montre alors que s'annule en un rayon R¢; on en deduit la masselimite
Z g,
M = 4 r2 (r)dr (52)
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