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principe des preuves d’arrêt, puis de focaliser le reste de la présentation sur un point
particulier de la preuve formelle du programme PGCD, comme par exemple :
- montrer que l’une des propositions (PGCD(a,b) = PGCD(A,B)), ou bien ((a>0) Ù (b>0)),

ou encore (max(a,b)>0) sont bien des invariants de la boucle, et sont satisfaits avant
l’exécution de celle-ci ;

- établi r la preuve d’arrêt de la boucle.
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- En fin de préparation, rassemblez et ordonnez soigneusement TOUS les documents
(transparents, etc.) dont vous comptez vous servir pendant l’oral, ainsi que le dossier,
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brouill ons utili sés pour  cette partie de l©oral, ainsi que   TOUS les transparents et
autres documents présentés pendant votre prestation.
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INTRODUCTION

Un programme P d� finit un algorithme qui applique un ensemble de donn� es L sur un

ensemble de r� sultats R. Autrement dit, pour tout d Î  L le programme P d� finit soit une

s� quence de calcul finie qui donne un r� sultat P(d) Î  R, soit une s� quence de calcul infinie :

le programme “boucle” pour l'entr�e d.5

D'autre part le programme P a �t� � crit pour calculer une certaine fonction f de D Í  L dans R.

P est correct si et seulement si il calcule bien la fonction f, c'est-� -dire si "  d Î  D, P(d) est

d� fini (c'est-� -dire P ne boucle pas pour l'entr� e d) et est � gal � f(d). La m� thode usuelle pour

v� rifier qu'un programme est correct est la m� thode des tests : on choisit un �chantill on fini

de donn�es d1, ¼, dn, on fait ex�cuter le programme P pour chacune d'entre elles et on v� rifie10

que P(d1) = f(d1), ¼, P(dn) = f(dn). L'insuff isance de cette m� thode est � vidente d� s que

l'�chantill on test� ne recouvre pas l'ensemble D des donn�es (et c'est pratiquement toujours

le cas, m� me quand D est fini) : il est possible, pour une donn�e d n'appartenant pas �

l'�chantill on test� , que P fournisse un r� sultat incorrect m� me si il a fourni un r� sultat correct

pour chaque di de l'�chantill on. Par suite, la m� thode des tests ne permet jamais de prouver15

qu'un programme est correct. Elle permet tout au plus de prouver � ventuellement qu'il est

incorrect, si pour une valeur di de l'�chantill on P(di) ¹  f(di).

La m� thode des preuves de programme est, d'un point de vue th� orique, bien plus

satisfaisante : elle consiste � prouver math� matiquement que le programme P est correct,

c'est-� -dire � d� montrer un th� or� me �quivalent �  : "  d Î  D, P(d) = f(d).20

La m� thode de Hoare pr� sent�e dans ce document effectue la preuve de la correction d'un

programme en deux parties :

- preuve de correction partielle : si le programme s'arr� te, il fournit un r � sultat correct ;

- preuve d'arr� t  : le programme s'arr� te pour toute donn�e d Î  D.

Cette m� thode sera pr� sent�e par un exemple, en prouvant un programme simple.25

FORMALISATION D’UN PROGRAMM E ET HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Nous d� finirons ici un programme comme un bloc d'instructions, c'est-� -dire une suite,

d� limit �e par des accolades, d'instructions s� par� es par des points-virgules :

P : {I 1; ...; I n}30

Un programme travaill e avec un ensemble V de variables. Dans un souci de simpli fication,

nous ne consid� rerons que des variables de types simples (i.e. entiers, r� els, bool�ens,
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caract� res) � l'exclusion de tous types structur� s (tableaux, chaînes de caract� res, li stes

chaîn�es, etc.).

Toujours pour simpli fier, nous consid� rerons que les seules instructions � l� mentaires sont des35

affectations, de la forme

x:= <expression>

ou x est un � l� ment de V et <expression> repr� sente toute expression arithm� tique ou logique

qui peut � tre construite avec diverses constantes, et des variables de V, en utili sant des

op� rateurs arithm� tiques et logiques classiques (les quatre op� rations, “et” et “ou” logiques,40

n� gation logique, op� rateurs de comparaisons, etc.). Le r� sultat de l'ex�cution de cette

affectation est que la variable x prend la valeur de l'expression.

Nous n'envisagerons, � l'exclusion de toutes autres, que deux types d'instructions non

� l� mentaires :

- les instructions conditionnelles “si alors sinon” , de la forme45

si <condition> alors <Bloc d'instructions 1>  sinon <Bloc d'instructions 2>

où <condition> repr� sente toute expression logique construite avec des constantes et des

variables de V et <Bloc d'instructions 1> (respectivement <Bloc d'instructions 2>) est le bloc

d'instructions qui est ex�cut� par le programme si <condition> est vraie (respectivement

fausse) ;50

- les boucles “ tant que” , de la forme

tant que <condition> faire <Bloc d'instructions>

où <condition> repr� sente toute expression logique construite avec des constantes et des

variables de V et <Bloc d'instructions> est le bloc d'instructions qui est ex�cut� par le

programme de mani� re r� p� titi ve tant que <condition> est vraie.55

L’EXEMPLE UTILISE

La m� thode de preuve de programme sera pr� sent�e en effectuant la preuve du programme

suivant :

Div(a,b)  : { r:=a  ; q:=0  ;60

              tantque r ³  b faire

                 { r:=r–b  ;

                   q:=q+1  }

            }
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a, b, q, r  sont des variables enti� res. a et b sont initialis�es (par le passage des param� tres du65

programme) � des valeurs enti� res que nous noterons A et B. Div( A, B) calcule, pour A Î  IN

et B Î  IN * le quotient q et le reste r  de la division euclidienne de A par B. On a donc pour

Div  : D = IN ´  IN *, R = IN ´  IN  et f est l'application de IN ´  IN * dans IN ´  IN  qui associe �

chaque couple (A,B) de IN ´  IN * le couple (q, r ) de IN ´  IN  tel que A = Bq + r  et r  < B.

70

PREUVES DE CORRECTION PARTIELLE

Il s'agit, dans le cas de Div , de d� montrer l'� nonc� suivant  :

ª Si, avant ex�cution de la premi� re instruction de Div  les variables a et b sont initialis�es �

des valeurs A Î  IN  et B Î  IN *, alors si Div  se termine, apr� s son ex�cution les valeurs de q

et r  satisfont les conditions A = Bq + r , r  < B, q ³  0, r  ³  0 º.75

On notera cet � nonc�  (Ù repr� sente le ª et º logique) :

(a = A) Ù (b = B) Ù (A ³  0) Ù (B > 0) [Div ] (A = Bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < B).

De façon g� n� rale, les � nonc� s que l'on cherchera � prouver au cours d'une preuve de

correction partielle seront de la forme E [P] S, o� E et S sont des conditions et o� P est une

instruction, ou une s� quence d'instructions, ou un bloc d'instructions (et donc en particulier80

un programme), la signification � tant : ª Si E est vraie avant l'ex�cution de P, alors, si P se

termine, S est vraie apr� s ex�cution de P º. On appellera E pr� condition et S postcondition

de P.

Règles de notation et d’ interprétation des énoncés logiques85

Toute d� monstration consiste � d� duire un th� or� me � partir d'un certain nombre d'axiomes

en utili sant des r� gles de d� duction. Dans les preuves de correction partielle, axiomes et

th� or� mes seront essentiellement des � nonc� s de la forme E [P] S. Au cours des d� ductions

logiques destin� es � d� montrer un th� or� me, les op� rateurs logiques utili s� s, � savoir la

n� gation, la conjonction (i.e. le ªetº logique), et la disjonction ( i.e. le ªouº logique), seront90

not� s diff � remment selon qu'il s s'appliquent aux th� or� mes et/ou axiomes utili s� s pour cette

d� monstration ou bien aux conditions utili s�es dans ces m� mes th� or� mes et/ou axiomes (en

particulier dans les pr�conditions et les postconditions). Entre th� or� mes et/ou axiomes la

conjonction sera not� e ªetº, et la disjonction ªouº, tandis qu'entre conditions, on notera ª Ùº

pour la conjonction, ªÚ º pour la disjonction, et ª ¬º pour la n� gation. De m� me, l'implication95
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logique entre deux th� or� mes et/ou axiomes H et C sera not�e ªSi H alors C º, tandis que

l'implication logique entre deux conditions C1 et C2 sera not�e ªC1 Þ  C2º.

L'interpr� tation de ces � nonc� s devra se faire en appliquant dans l'ordre suivant les op� rateurs

ci-dessous (qui sont donc class� s par ordre de priorit� d� croissante) :

- tout d'abord, au sein des pr�conditions et postconditions (et dans cet ordre) les ª¬º, puis100

les ªÙº, puis les ªÚ º ;

- ensuite, les op� rateurs de type ª[ P]º entre pr� conditions et postconditions ;

- enfin (et dans cet ordre)  les ªetº et les ªouº entre th� or� mes ou axiomes.

En cas d'ambiguït� , le parenth� sage explicitera l'ordre d'application des op� rateurs pour une

interpr� tation correcte de l'� nonc� .105

Axiomes et règles de d� duction pour les preuves de cor rection par tielle

On donne ci-dessous une liste d'axiomes et de r� gles de d� duction permettant de prouver des

th� or� mes de la forme E [P] S. Pour prouver des relations logiques entre conditions, on

utili sera les r� sultats classiques de logique formelle ainsi que les propri� t� s des domaines de110

d� finition des variables du programme (des entiers dans le cas de Div ).

- Axiomes de l'affectation :

Etant donn�e une instruction d'affectation x:= <expr> et une post condition S, on a l'axiome

E [x:= <expr>] S, o� E est obtenue � partir de S par substitution, � toutes les occurrences de la

variable x, de l'expression <expr>.115

E est la plus faible condition que doivent satisfaire les variables avant l'ex�cution de

l'affectation pour que S soit vraie apr� s.

Exemples : (xy  ³  0) [z:=x*y ] (z ³  0)

(q+1 ³  0) [q:=q+1 ] (q ³  0)

((x+y)2 = y) [x:=x+y ] (x2 = y)120

Remarque importante : grâce � la r� gle ci-dessus, on peut trouver une pr�condition d'une

instruction d'affectation, � tant donn� e une postcondition, mais l'inverse n'est pas possible.

Par suite, les preuves de programmes se feront dans ce sens : on partira de la fin

(postcondition) et on remontera au d� but (pr� condition).

- R� gle de composition des instructions :125

Si E [I 1] F et F [I 2] S, alors E [I 1;I 2] S

- R� gle du bloc d'instruction : (P repr� sente une s� quence d'instructions I 1;...;I n)

Si E [P] S alors E [{P } ] S
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- R� gle de la conditionnelle :

Si E Ù C [B1] S et E Ù ¬C [B2] S alors E [si C alors B 1 sinon B 2] S130

- R� gle de la boucle ªtant queº  :

Si E Ù C [B] E alors E [tant que C faire B ] E Ù ¬C

La condition E est appel� e un invariant de la boucle.

En plus des r� gles ci-dessus, qui permettent donc de construire des � nonc� s de type E [P] S o�135

P repr� sente un programme tel que nous l'avons formalis� pr� c� demment, on peut donner les

r� gles suivantes, utiles � la d� duction de th� or� mes :

- R� gle de la pr�condition :

Si E [P] S et (E ' Þ  E) alors E ' [ P] S

- R� gle de la postcondition :140

Si E [P] S et (S Þ  S ') alors E [P] S '

- R� gle du ª et º  :

Si E [P] S et E [P] S ' alors E [P] S Ù S '

- R� gle du ª ou º  :

Si E [P] S et E ' [ P] S alors E Ú E ' [ P] S145

Preuve de la cor rection par tielle de Div

On veut prouver :

(a = A) Ù (b = B) Ù (A ³  0) Ù (B > 0) [Div ] (A = Bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < B).

On remarque que :150

(a = A) Ù (b = B) Ù (A ³  0) Ù (B > 0) Þ  (a = A) Ù (b = B) Ù (a ³  0) Ù (b > 0)

et

(a = A) Ù (b = B) Ù (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b)

Þ  (A = Bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < B).

D'apr� s les r� gles de la pr�condition et de la postcondition, il suff it de prouver  155

(a = A) Ù (b = B) Ù (a ³  0) Ù (b > 0)

[Div ] (a = A) Ù (b = B) Ù (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b), (1)

ce que nous d� montrerons en deux � tapes :

1°) (a = A) Ù (b = B) [Div ] (a = A) Ù (b = B) ; (2)

2°) (a ³  0) Ù (b > 0) [Div ] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b). (3)160
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En effet, en utili sant les r� gles de la pr�condition et du ª et º, on peut prouver facilement que

si E [P] S et E ' [ P] S ' sont des th� or� mes, alors E Ù E ' [ P] S Ù S ' est aussi un th� or� me.

Donc, de (2) et (3), on d� duira (1), ce qui prouvera la correction partielle de Div .

165

1�) Preuve de (2) : (a = A) Ù (b = B) [Div ] (a = A) Ù (b = B).

Montrons d'abord que ( a = A) Ù (b = B) est un invariant de la boucle.

On a (r� gle de l'affectation)  : (a = A) Ù (b = B) [q:=q+1 ] (a = A) Ù (b = B)

(a = A) Ù (b = B) [r:=r-b ] (a = A) Ù (b = B)

donc (r� gle de composition) : (a = A) Ù (b = B) [r:=r-b; q:=q+1 ] (a = A) Ù (b = B).170

Or (a = A) Ù (b = B) Ù (r  ³  b) Þ  (a = A) Ù (b = B),

donc (r� gle de la pr�condition) :

(a = A) Ù (b = B) Ù (r  ³  b) [r:=r-b; q:=q+1 ] (a = A) Ù (b = B),

dont on d� duit (r� gle de la boucle) :

(a = A) Ù (b = B) [tant que r  ³  b faire {r:=r-b; q:=q+1} ]175

(a = A) Ù (b = B) Ù (r  < b) (4)

En appliquant de nouveau les r� gles de l'affectation et de la composition, on trouve

(a = A) Ù (b = B) [r:=a; q:=0 ] (a = A) Ù (b = B) (5)

A partir de (4) et (5), on a (r� gle de composition, puis r� gle du bloc d'instructions)  :

(a = A) Ù (b = B) [Div ] (a = A) Ù (b = B) Ù (r  < b),180

et enfin, d'apr� s la r� gle de la postcondition, on d� duit (2).

2�) Preuve de (3) : (a ³  0) Ù (b > 0) [Div ] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b).

a) Etablissons d'abord que ( a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) est un invariant de la boucle.

On a (r� gle de l'affectation)  :185

(a = b(q+1)  + r ) Ù (q+1 ³  0) Ù (r  ³  0) [q:=q+1 ] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0)

et

(a = b(q+1)  + r- b) Ù (q+1 ³  0) Ù (r-b  ³  0) [r:=r-b ]

(a = b(q+1)  + r ) Ù (q+1 ³  0) Ù (r  ³  0),

ce qui donne (r� gle de la composition) :190

(a = b(q+1)  + r- b) Ù (q+1 ³  0) Ù (r-b  ³  0) [r:=r-b; q:=q+1 ]

(a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0). (6)
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Etudions la pr�condition ainsi obtenue :

(i)  (a = b(q+1)  + r- b) Ù (q+1 ³  0) Ù (r-b  ³  0) Û  (a = bq + r ) Ù (q ³  –1) Ù (r  ³  b) ;

(ii)  Puisque (q ³  0) Þ  (q ³  –1) et (r  ³  0) Ù (r  ³  b) Þ  (r  ³  b), 195

on a (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  ³  b) Þ  (a = bq + r ) Ù (q ³  –1) Ù (r  ³  b) .

L'� nonc� (6) devient donc (r� gle de la pr� condition) 

(a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  ³  b) [r:=r-b; q:=q+1 ]

(a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0),

dont on d� duit (r� gle de la boucle)200

(a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) [tant que r ³  b faire {r:=r-b; q:=q+1} ]

(a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b), (7)

ce qui � tablit que (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) est un invariant de la boucle.

b) Utili sons maintenant l'invariant de la boucle mis en � vidence comme postcondition pour205

les premi� res instructions de la s� quence.

On a (r� gle de l'affectation)

(a = b.0 + r ) Ù (0 ³  0) Ù (r  ³  0) [q:=  0] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0)

et (a = b.0 + r ) Ù (0 ³  0) Ù (r  ³  0) Û  (a = r ) Ù (r  ³  0).

Appliquons de nouveau la r� gle de l'affectation :210

(a = a) Ù (a ³  0) [r:=a ] (a = r ) Ù (r  ³  0)

et (a = a) Ù (a ³  0) Û  (a ³  0).

D'apr� s la r� gle de composition, on a

(a ³  0) [r:=a; q:=  0] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) (8)

La r� gle de composition, appliqu�e � (7) et (8), et la r� gle du bloc d'instruction donnent215

(a ³  0) [Div ] (a = bq + r ) Ù (q ³  0) Ù (r  ³  0) Ù (r  < b)

et la r� gle de la pr� condition permet d'� tabli r (3).
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PREUVES D’ARRET

220

Preuve d’ar rêt d’un programme

Un programme tel qu'on l'a d� fini dans ce document ne peut produire une s� quence de calcul

infinie que s'il ex�cute une infinit� de fois le corps d'une boucle. Prouver qu'un tel

programme s'arr� te pour toute donn� e d Î  D revient donc �  prouver que chaque boucle du

programme ne peut � tre ex�cut�e qu'un nombre fini de fois, pour tout d Î  D.225

Soit une boucle ªtant que C faire  B º (l'arr� t de l'ex�cution du bloc d'instructions B

ayant pr� alablement � t� prouv� ). Soient x1, ¼, xn les variables du programme. Notons WE

l'ensemble des valeurs du vecteur w = (x1, ¼, xn) telles que les variables v� rifient une

condition E.

Supposons que la condition E est invariante pour la boucle consid� r�e et satisfaite avant230

l'ex�cution de cette boucle. Si w = w0 Î  WEÙC avant l'ex�cution de la boucle, alors

w = w1 Î  WE apr� s la premi� re ex�cution du corps de boucle B. Si w1 Î  WEÙ(� C) la boucle

s'arr� te, sinon w = w2 Î  WE apr� s la deuxi� me ex�cution du corps de boucle B. etc¼

Pour prouver l'arr� t de la boucle, il suff it de montrer que toute suite w0, w1, ¼  ainsi

construite est finie. Une m� thode pour d� montrer ceci consiste � d� finir une application m de235

WEÙC dans IN  telle que l'on puisse montrer que :

E Ù C Ù (m(w) = m0) [B] � C Ú (m(w) < m0), "  m0 Î  IN .

Cet � nonc� exprime que si w = wi avant l'ex�cution de B, alors apr� s ex�cution de B, ou bien

la boucle s'arr� te, ou bien m(wi+1) < m(wi). Dans ce cas, l'arr� t de B ayant � t� prouv� , on peut

en effet affirmer, pour toute suite w0, w1, ¼, que la suite m(w0), m(w1), ¼, strictement240

d�c roissante dans IN , est finie. Ceci d� montre que la suite w0, w1, ¼  est finie et que la boucle

s'arr� te.

Preuve d’ar rêt de Div

Le programme Div  comporte une seule boucle :245

tant que r ³  b faire {r:=r-b; q:=q+1} .

L'ex�cution du corps de cette boucle s'arr� te toujours.

La condition (b = B) est un invariant de cette boucle, et est satisfaite avant son ex�cution (voir

preuve de correction partielle, 1�)).

Il en est de m� me pour la condition (r  ³  0) (voir preuve de correction partielle, 2�)).250
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Consid� rons l'ensemble WEÙC, avec E = (b = B) Ù (r  ³  0) et C = (r  ³  b).

Soit l 'application m de WEÙC dans IN  telle que m(w) = r . Le choix de cette fonction ram� nera

donc la preuve de l'arr� t � la d� monstration que la variable r  prend des valeurs successives

strictement d�c roissantes.

D'apr� s le paragraphe pr� c� dent, il nous reste � prouver que "  m0 Î  IN255

(b = B) Ù (r  ³  0) Ù (r  ³  b) Ù (r  = m0) [r:=r-b; q:=q+1 ] (r  < b) Ú (r  < m0). (9)

Or d'apr� s la r� gle de l'affectation

(r-b  < m0) [r:=r-b; q:=q+1 ] (r  < m0), "  m0 Î  IN ,

ce qui conduit, en appliquant les r� gles de la pr� condition et de la postcondition �

(b = B) Ù (r  ³  0) Ù (r  ³  b) Ù (r  = m0) Ù (r-b  < m0) [r:=r-b; q:=q+1 ]260

(r  < b) Ú (r  < m0), "  m0 Î  IN . (10)

Or (b = B) Ù (r  = m0) Ù (r-b  < m0) Û  (b = B) Ù (r  = m0) Ù (m0- B < m0)

Û  (b = B) Ù (r  = m0) Ù (B > 0).

La condition (B > 0) est toujours vraie car (A,B) Î  D = IN ´  IN *, donc

(b = B) Ù (r  = m0) Ù (r-b  < m0) Û  (b = B) Ù (r  = m0).265

Ceci permet de d� duire directement (9) � partir de (10), et ach� ve donc la preuve de l'arr� t de

Div .

CONCLUSION

L'exemple pr� c� dent ill ustre � quel point il est diff icile et fastidieux de prouver un270

programme, m� me tr� s court et tr� s simple. De fait, l'ampleur du travail que constitue la

preuve d'un programme d� j� � crit limit e �norm� ment la port� e d'une telle m� thode. Le

v� ritable int� r� t de ce qui pr� c� de appara�t dans une d� marche plus eff icace : concevoir en

m� me temps le programme et sa preuve. Par exemple, sp�c ifier une boucle par un invariant

avant de l'� crire, d� terminer le test d'arr� t de cette boucle au vu de sa postcondition, puis275

�c rire le corps de la boucle de façon � ce qu'il pr� serve l'invariant et ne soit ex�cut� qu'un

nombre fini de fois.

Donnons un petit exemple de cette m� thode de programmation avec un programme PGCD

ayant comme arguments deux nombres entiers non nuls A et B et tel que l'ex�cution de

PGCD(A,B) calcule le plus grand commun diviseur de A et B en s'appuyant sur les propri� t� s280

suivantes :
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- si A = B, PGCD(A,B) = A = B ;

- si A < B, PGCD(A,B) = PGCD(A,B±A) ;

- si A > B, PGCD(A,B) = PGCD(A±B,B) ;

285

Le programme aura deux variables a et b initialis�es, par passage de param� tre, � A et � B.

Apr� s cette initialisation, la condition PGCD(a,b) = PGCD(A,B) est satisfaite. Si la suite du

programme est une boucle d'invariant PGCD( a,b) = PGCD(A,B) dont le test d'arr� t est

a = b, on aura, apr� s ex�cution de cette boucle PGCD(A,B) = PGCD(a,b) = a = b. Le r� sultat

recherch� sera donc obtenu � la fin de cette boucle avec la valeur de l'une ou l'autre des deux290

variables a et b. En utili sant les propri� t� s du PGCD donn�es ci-dessus, on peut proposer

comme corps de cette boucle, l'instruction

si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ,

qui laisse bien, d'apr� s les propri� t� s ci-dessus, la proposition PGCD( A,B) = PGCD(a,b)

invariante, tout en diminuant la valeur de l'une ou l'autre des deux variables (ce qui est a295

priori une condition favorable pour la recherche de la suite d� croissante pour la preuve

d'arr� t).

De façon plus formelle, on peut v� rifier que la boucle

tant que a ¹ b faire

   {si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a}300

a bien comme invariant PGCD(a,b) = PGCD(A,B) en d� montrant (r� gle de la boucle) :

(PGCD(a,b) = PGCD(A,B)) Ù (a ¹  b) [si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ]

PGCD(a,b) = PGCD(A,B) (11)

En utili sant la r� gle de la conditionnelle (11) se d� duit de (12) et (13) ci-dessous,

(PGCD(a,b) = PGCD(A,B)) Ù (a ¹  b) Ù (a>b) [a:=a-b ] (PGCD(a,b) = PGCD(A,B)) (12)305

(PGCD(a,b) = PGCD(A,B)) Ù (a ¹  b) Ù � (a>b) [b:=b-a ] (PGCD(a,b) = PGCD(A,B))(13)

qui se d� montrent par utili sation des r� gles de l'affectation et de la pr�condition.

Enfin, il reste � prouver l'arr� t du programme en d� terminant une fonction m, des variables du

programme, qui d� cro�t � chaque ex�cution de la boucle. Informellement, il est clair que les

variables a et b restent strictement positives au cours de l'ex�cution de la boucle. Il en310

d�coule qu'� chaque ex�cution de la boucle, c'est soit la valeur de a, soit la valeur de b qui

d�c ro�t. Une fonction m qui convient est alors

m : (a,b) ®  max(a,b),
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qui est donc strictement positive, et qui d�c ro�t � chaque ex�cution de la boucle, ce qui assure

l'arr� t de celle-ci.315

Formellement, on peut prouver que la proposition (a > 0) Ù (b > 0) est v� rifi�e avant

l'ex�cution de la boucle, puis, de la m� me mani� re que pour la proposition (11), qu'elle est un

invariant de celle-ci. On montre de m� me que (max(a,b) > 0) est v� rifi�e avant l'ex�cution de

la boucle et est un invariant de celle-ci.

En reprenant les notations du document et en prenant320

E = (a > 0) Ù (b > 0) et C = (a ¹  b)

on d� finit donc m : WEÙC ®  IN * telle que m(w) = max(a,b), et il faut donc prouver

(a > 0) Ù (b > 0) Ù (a ¹  b) Ù (max(a,b) = m0)

[si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ] (a = b) Ú (max(a,b) < m0), "  m0 Î  IN *.

Or (max(a,b) < m0) Þ  (a = b) Ú (max(a,b) < m0), donc en appliquant la r� gle de la325

postcondition, ceci se ram� ne � prouver

(a > 0) Ù (b > 0) Ù (a ¹  b) Ù (max(a,b) = m0)

[si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ] (max(a,b) < m0), "  m0 Î  IN *,

ce qui peut se faire en appliquant, comme pour la proposition (11), la r� gle de la

conditionnelle, puis, pour prouver chacune des propositions dont elle d� coule, comme pour330

les propositions (12) et (13), les r� gles de l'affectation et de la pr� condition.


