EPREUVE COMM UNE DE TIPE - PartieD

Preuves de programmes
Tempsde préparation: ..................... 2 h 15minutes
Temps de présentation cevant lejury : ....... 10minutes
Entretienaveclejury @ ..., 10minutes

GUIDE POUR LE CANDIDAT :

Ledosger ci-joint comporte au total : 10 pages

Travail suggéré:

Il est suggéré au candidat de ne pas chercher a effectuer une présentation exhaustive de ce

document, mais plutét de présenter sucanctement les regles de déduction des théorémes et le

principe des preuves d arrét, pus de focaliser le reste de la présentation sur un pant
particulier de la preuve formell e du programme PGCDcomme par exemple :

- mortrer que I’ une des propasitions (PGCD(a,b) = PGCD(A,B)), ou hen ((a>0) U (b>0)),
ou encore (max(a,b)>0) sont bien des invariants de la boucle, et sont satisfaits avant
I’exéaution ce cédle-ci ;

- éablir lapreuved arrét de labouwcle.

CONSEILS GENERAUX POUR LA PREPARATION DE L'EPREUVE :

* Lisez le dosger en entier dans un temps raisonnable.
* Réservez du temps pour préparer |©expose devant lejury.

- Vous pouwez éaire sur le présent dosger, le surligner, le découper ... maistout sera a
remettre au jury en fin d oral.

- Enfin de préparation, raseemblez et ordonrez soigneusement TOUS les documents
(transparents, etc.) dont vous comptez vous srvir pendant I’oral, ainsi que le dosger,
les transparents et les brouill ons utili sés pendant la préparation. En entrant dans la
sdle d©oral, vous devez étre préts a débuter votre expose.

- Alafin del©oral, vous devez remettre au jury le présent dosser, les transparents et les
brouill ons utili sés pour cette partie de |©oral, ains que TOUS les transparents et
autres documents présentés pendant votre prestation.
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INTRODUCTION

Un programme P d finit un algorithme qui applique un ensemble de donnes L sur un
ensemble de r sultats R. Autrement dit, pou tout d T L le programme P d finit soit une
s quence de calcul finie qui donreunr sultat P(d) T R, soit une's quence de cdcul infinie:
le programme “boucle” pou I'entr e d.

D'autre part le programme P a t  crit pou calculer une certaine fonctionf deD I L dansR.
P est correct Si et seulement si il cacule bien lafonction f, cest- -dires " d1 D, P(d) est
d fini (C'est- -dire P neboucle paspou lI'entr e d) et est ga f(d). Lam thode usuelle pour
v rifier qu'un programme est corred est lam thode des tests : on chaisit un chantill on fini
dedonnesd,, ¥, d,, onfait ex cuter le progranme P pou chaaine d'entre dles et on v rifie
que P(dy) =f(dy), Y4, P(dy) =f(d,). L'insuffisance de cdte m thode est vidente d s que
I' chantillon test ne remuwre pas I'ensemble D des donnes (et c'est pratiquement toujours
le ca, m me quand D est fini): il est possble, pour une dome d n'appartenant pas

I' chantillontest , que P fournisse unr sultat incorrect m me si il afourni unr sultat corred
pou chaque d; de I' c hantill on. Par suite, la m thode des tests ne permet jamais de prouver
guun pogramme est corred. Elle permet tout au plus de prouver ventuellement quil est
incorrect, sl pou une vaeur d; del' chantillon P(d;) * f(d).

La m thode des preuves de progranme est, dun pant de vue th orique, bien pus
satisfaisante : elle mnsiste  prouver math matiquement que le programme P est corred,
cest- -dire d montrer unth or me quivalent :" di D, P(d) = f(d).

La m thode de Hoare pr sent e dans ce document effedue la preuve de la crredion dun
programme en deux parties :

- preuvede oorredion partielle: si le programme sarr te, il fournit unr sultat correct ;

- preuvedar t : leprogrammesarr te pour toute donne di D.

Cette m thode serapr sent e par unexemple, en prouvant un grogramme simple.

FORMALISATION D'UN PROGRAMME ET HYPOTHESES SMPLIFICATRICES
Nous d finirons ici un pogramme comme un Hoc dinstructions, c'est- -dire une suite,
d limit e par des acmlades, dinstructions s par es par des points-virgules :

P:{l 1;..1 n}
Un programme travaill e asec un ensemble V de variables. Dans un souci de simplification,

nous ne a@nsid rerons que des variables de types smples (i.e. entiers, r els, bod ens,
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caact res) I'exclusion ck tous types dructur s (tableaux, chaines de carad res, listes
chain es, etc.).
Toujours pou simplifier, nows consid rerons que les eulesinstructions | mentaires ont des
aff ectations, de laforme
X:= <expresson>
oux estun | ment deV et <expresson> repr sente toute expresson arithm tique ou logique
gu peut tre mnstruite avec diverses constantes, et des variables de V, en uilisant des
op rateurs arithm tiques et logiques classques (les quatre op rations, “et” et “ou’ logiques,
n gation logique, op rateurs de @mparaisons, etc.). Le r sultat de I'ex cution ce cete
aff ectation est que lavariable x prendlavaleur de |'expresson.
Nous n'envisagerons, I'exclusion ce toutes autres, que deux types dinstructions non
| mentaires:
- lesinstructions condtionrelles “si alors snor’, delaforme
si <condtiorn>alors  <Bloc dinstructions 1> sinon  <Bloc dinstructions 2>
ou <condtion> repr sente toute expresson logique nstruite avec des constantes et des
variables de V et <Bloc d'instructions 1> (respedivement <Bloc d'instructions 2>) est le bloc
dinstructions qui est excut par le programme s <condtion> est vraie (respedivement
fausse) ;
- lesboucles“tant que”, delaforme
tantque  <condtion> faire <Bloc d'instructions>
ou <condtion> repr sente toute expresson logique @nstruite avec des constantes et des
variables de V et <Bloc dinstructions> est le bloc dinstructions qui est excut par le
programme de mani rer p titive tant que <@ndtion> est vraie.

L’EXEMPLE UTILISE

La m thode de preuve de programme sera pr sent e en effecuant la preuve du programme

suivant :
Div(a,b) :{r=a Q=0 ;
tantque r 3 b faire
{r=r-b ;
q:=q+1 }
}
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a, b, q,r sont desvariablesenti res. a et b sont initiaises (par le passage des param tres du
programme)  des valeurs enti res que nows noterons A et B. Div( A, B) cdcule, pou AT IN
et B1 IN* lequdient q et lerester de la division euclidienne de A par B. On a donc pou
Div :D=IN"IN* R=IN" IN et f est I'application e IN" IN* dansIN” IN qu ascie
chague oupe (AB) deIN” IN* le mude(g,r)deIN” IN tel queA=Bq +r etr <B.

PREUVESDE CORRECTION PARTIELLE

Il Sagit, dansle casde Div , ded montrer I' nonc suivant :

agl, avant ex cution ¢k la premi reinstruction ce Div lesvariablesa et b sort initialises
desvaleursAT IN et BT IN*, alors § Div setermine, apr s $nex cution les valeurs de q
etr satisfont lescondtionsA=Bq+r,r <B,q3 0,r 3 0°.

On nderacet norc (Urepr sentele 2 é°logique) :

(@a=A)UMb=B)UA3 0)UB>0)[Div](A=Bg+r)U(@20)U(r 2 0)U(r <B).
De facon g n rale, les norc s que I'on cherchera  prower au cours d'une preuve de
correction partielle seront de laforme E [P] S 0 E et Ssont des condtionset o P est une
instruction, ou ue s quence dinstructions, ou unbloc dinstructions (et donc en particulier
un pogramme), la signification tant: @S E est vraie avant I'ex cution ce P, adors, s P se
termine, S est vraie gr sexcution ce P °. On appellera E pr condtion et S postcondtion
deP.

Reéglesde notation et d’interprétation des énoncéslogiques

Toute d monstration consiste d duire unth or me partir d'un certain nanbre d'axiomes

en uilisant des r gles de d duction. Dans les preuves de @rredion partielle, axiomes et
th or mes sront esentiellement des norc s de laforme E [P] S Au cours des d ductions
logiques destin es  d montrer un th or me, les op rateurs logiques utilis s, savoir la
n gation, la omnjonction (i.e. le 2d° logique), et la digonction (i.e. le du logique), seront

not s diff remment selon quils sappliquent aux th or mes et/ou axiomes utilis s pou cete

d monstration ou len aux condtions utilises dans ces m mes th or mes et/ou axiomes (en
particulier dans les pr condtions et les postcondtions). Entre th or mes et/ou axiomes la
conjonction sera not e t°, et la digonction 2P, tandis quentre mndtions, on ndera @ P

pou la mnjonction,2U ° pour ladigonction, et 2 -° pour lan gation.Dem me, I'implication
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logique entre deux th or mes et/ou axiomes H et C seranate 8Si H aors C ©, tandis que

I'impli cation logique entre deux condtions C; et C, seranote 2Cy b CL.

L'interpr tation ce ces nornc sdevrasefare en appliquant dans I'ordre suivant les op rateurs

ci-desous (qui sont dornc dass s par ordre de priorit d croissante) :

- tout d'abord, au sein des pr conditions et postcondtions (et dans ce ordre) les 2-°, puis
lesalP, pusles aue° ;

- ensuite, lesop rateurs detype § P]° entre pr condtions et postcondtions ;

- enfin (et dans cet ordre) les@d® & lesLW° entreth or mes ou axiomes.

En cas d'ambiguit , le parenth sage explicitera l'ordre d'applicaion des op rateurs pour une

interpr tation corrededel’ norc .

Axiomes et reglesded duction pour les preuvesde @rrection partielle

On donre d-desous une liste d'axiomes et der gles de d duction permettant de prouver des
th or mes de la forme E [P] S Pour prouver des relations logiques entre andtions, on
utili serales r sultats classques de logique formelle ansi que les propri t s des domaines de
d finition des variables du programme (des entiers dans le cas de Div ).

- Axiomesdel'affedation :

Etant donne une instruction daffedation x:= <expr> & une post condtion S onal'axiome
E[x:= <expr>] S 0 Eestobtenue partir de Spar substitution, touteslesoccurrences dela
variable x, del'expresgon <expr>.
E est la plus faible ondtion qle dovent satisfaire les variables avant I'ex cution de
I'aff ectation pou que Ssoit vraie gr s.
Exemples: (xy 3 0)[z:=x*y ](z3 0)

(9+12 0)[g:=q+1 ] (9 ® O)

((x+y)*=y) Dx=x+y 1 (x*=y)
Remarque importante: grace lar gle d-desaus, on peut trouver une pr condtion dune

instruction daffectation, tant donn e une postcondtion, mais l'inverse n'est pas possble.
Par suite, les preuves de programmes ® feront dans ce sens: on partira de la fin
(postcondtion) et onremontera ai d but (pr condtion).
- R glede @mmpaosition desinstructions :

S E[l;]FetF[l;] Saorsg[l 3;l 2]S
- R dledu Hocdinstruction : (P repr senteunes quencedinstructions | 1;...;l n)
S E[P] SdorseE[{P}] S
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- R dedela mndtionrelle:
S IEUC[B;] SetEU-C[B;] SaorsE[si CalorsB ;sinonB ;]S

- R dedelaboule &ant que® :
S IEUC[B]EdorsE[tantque CfaireB ]JEU-C

La condtionE est appel euninvariant delaboucle.

En plusdesr glesci-deswus, qu permettent dorc de construire des nonc sdetype E[P] So
P repr sente un programme tel que nous I'avons formalis pr ¢ demment, on peut donrer les

r gles suivantes, utiles lad duction deth or mes:

R gledelapr condtion:

S E[P|Set(E' b E)dorsE'[P] S

R gledelapostcondtion:
S E[P] Set(Sb S")adors E[P] S’

R gedudd?® :
S E[P] SetE[P] S'dors E[P] SUS'

R geduou® :

S E[P] SetE'[P] SdorsEUE'[P] S

Preuve dela correction partielle de Div
On veut prouver :
(@a=A)UMb=B)UA2 0)UB>0)[Div](A=Bg+r)U(q30)U( 3 0)U(r <B).
On remarque que :
(@=A)Ub=B)UA3 0UB>0P (a=AUMb=B)U@3 0 U(Db>0

(@=A)UMb=B)U(a=bg+r)U(@3 0)U(r 30 U( <h)
P (A=Bg+r)U(@30)U(r 2 0)U(r <B).
D'apr slesr glesdelapr condtion et delapostcondtion,il suffit de prouver
(@a=A)U(b=B)U(@3 0)U(b>0)
[Divl](@=A)U(b=B)U@=bg+r)U@@2 0)Ur 30U <b), (1

cequenousd montreronsen deux tapes:
19 (@a=AUMb=B)[Div](@=AUb=B); 2)
29 @3 0)UMb>0)[Div](@a=bg+r)U(q3 0)U(r 3 0)U(r <b). (3)
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En effet, en utilisant lesr glesde lapr condtion et du?et ©, on peut prouver fadlement que
S E[P] SetE'[P] S'sont desth or mes, dlors EUE ' [P] SUS" est auss unth or me.
Donc, de (2) et (3), ond duira(1), ce qui prouverala wrrection pertielle de Div .

1) Preuvede(2):(a=A)U(b=B)[Div] (a=A) U(b =B).

Montrons d'abord que (a = A) U (b = B) est uninvariant delaboucle.

Ona(r gledel'affedation) :(a=A) U (b =B) [g:=g+1 ] (a =A) U(b =B)
@=AUMb=B)[r=rb J(@=A)U(=B)

dorc (r glede awmposition) : (a =A) U(b = B) [r:=r-b; g:=q+1 ](@a=A U(b =B).

Or(@a=A)U(=B)U(r 2 b)p (a=A)U(b=B),

dorc (r gledelapr condtion) :

(@a=A)U( =B)U(r 3 b)[r:=r-b; q:=g+1 ](@a=A)U(b =B),
dort on d duit (r gledelaboulcle) :

(a=A)U(=B)[tantquer 3 b faire {r:=r-b; g:=g+1} ]
(@a=A)U(b=B)U( <b) (4)
En appliquant de nouweau lesr gles de I'aff ectation et de la wmpasition, ontrouve
(@=AUMb=B)[r=a;q:=0 ]J(@=A)U(b=B) (5)

A partir de (4) et (5), ona(r glede composition, pusr gledu Hoc dinstructions) :
(@=A)U(b=B)[Div](@a=A)U(b=B)U(r <b),
et enfin, dapr slar gledelapostcondtion, on dduit (2).

2 ) Preuvede(3): (a2 Q) U(b>0)[Div](a=bg+r)U(q3 0)U(r 3 0)U(r <b).
a) Etablisoonsdabord que(a=bg +r)U(q3 0)U(r 3 0) est uninvariant de laboucle.
Ona(r gledel'affedation) :
@=b(q+l) +r)U(g+12 QU(r 2 O)[q:=q+l ] (a=bq+r)U(q3 0)U(r ® 0
et
(a=b(g+1) +r- b)U(@+13 0)U(-b 3 0)[r=r-b ]
(@=b(q+l) +r)U(g+13 0QU(r 2 0),
cequi donre (r gledela compasition) :
(a=b(g+1) +r- b)U(g+13 0)U(r-b 3 0)[r:=r-b; g:=g+1 ]
(a=bg+r)U(q3 0)U(r 3 0). (6)
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Etudionslapr condtionains obtenue:
() (@a=b(g+l) +r- b)U(@@+130)U(-b 30U (a=bg+r)U(q3 -1)U(r 3 b);
(i) Puisque(q3 0)b (g3 -Det(r30)U(r 3b)b (r 3 h),
ona(@a=bg+r)U(@30Ur30)U(r3b)b (a=bg+r)U(q3 -1)U(r 3b).
L' norc (6) devient dorc (r gledelapr condtion)
(@=bg+r)U(@3 0 U(r 3 0)U(r 3 b)[r=rb; g:=q+1 ]
(@=bg+r)U(q2 0)U(r 3 0),
dort on d duit (r gledelaboucle)
(@=bg+r)U(g2 Q) U(r 3 0)[tantquer 3 p faire {r:=r-b; g:=q+1} ]
(@a=bg+r)U(@® QU(r 20 U(r <b), (7
cequi tablit que(a=bqg +r)U(q3 0)U(r 3 0) est uninvariant delaboucle.

b) Utili sons maintenant I'invariant de laboucle misen vidence mmme postcondtion pou
les premi resinstructionsdelas quence
Ona(r gledel'affedation)
(@=b.0+r)U@3 0)U(r 2 0[q:=0](@a=bg+r)U(g30)U( 30
et(@a=b.0+r)U@320Ur 320U (a=r)U(r 3 0).
Appliquorsde nouweau lar gledel'affedation :
(a=a)U@3 0)[r=a J(@a=r)U(r 3 0)
et(a=a)U@2 00 (a3 0).
D'apr slar gle de ammpasition, ona
(@3 0)[r=a;q:= 0](@a=bg+r)U(g3 0)U(r 3 0) (8)
Lar glede ompaosition,applique (7) et (8), et lar gledu Hoc dinstruction donrent
(@3 Q) [Div](a=bg+r)U(@30U(r 30U <b)
et lar gledelapr condtion permet d' tablir (3).
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PREUVESD’'ARRET

Preuved’arrét d’un programme
Un progranme tel quonl'ad fini dans ce document ne peut produre une s quence de cacul
infinie que sil ex cute ure infinit de fois le crps dune bowle. Prouver quun tel
programme sarr te pou toute donne d1 D revient dorc  prouver que chaque boucle du
programme ne peut tre ex cut e quun nanbre fini de fois, pou tout d1 D.
Soit une boucle &ant que C faire BZO°(l'ar t del'ex cution du lboc d'instructions B
ayant pr aablement t prouv ). Soient X1, ¥4, X, les variables du programme. Notons We
I'ensemble des valeurs du wvecteur w = (X1, ¥, X,) telles que les variables v rifient une
condtionE.
Suppasons que la ondtion E est invariante pour la boucle @nsid re et satisfaite avant
I'ex cution ce cdte bowcle. Si w = wy 1 Wege avant I'ex cution ce la boucle, dors
w=w;1 W apr s la premi re ex cution ducorps de boucle B. Si wy I Wey ¢) la boucle
sarr te, snonw=w,1 W apr sladeuxi me e cution ducorps de boucle B. etcYs
Pour prouver l'arr t de la bouwcle, il suffit de montrer que toute suite wo, wi, ¥ ains
construite est finie. Une m thode pour d montrer ceci consiste  d finir une gplicaion m de
Weyc dans IN telle que I'on pusse montrer que :

EUCU(mMW) =my) [B] CU(mMW)<mg)," mol IN.
Cet norc exprimeques w=w; avant I'ex cution ce B, aors apr sex cution e B, ou hen
laboucle sarr te, ou hen m(wi.;) < m(w;). Dansce cas, I'arr t de Bayant t prowv , on peut
en effet affirmer, pou toute suite wy, Wiy, ¥4, qe la suite m(wp), m(wy), ¥a, strictement
d croissantedansIN, est finie. Ceci d montre que la suite wp, w1, ¥ est finie @ que laboucle

sar te.

Preuve d’arrét de Div
Le progranme Div comporte une seule boucle:
tant que r 3 b faire {r:=r-b; q:=q+1}
L'ex cution ducorps de cette boucle sarr te toyjours.
La @ondtion (b = B) est uninvariant de cdte boucle, et est satisfaite avant son ex c ution (voir
preuve de @rredion pertielle, 1)).

Il en est dem me pour la wndtion(r 3 0) (voir preuve de @rrection partielle, 2)).
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Consid rons|'ensemble Wege, avecE=(b =B)U(r 3 0) et C=(r 3 b).
Soit I'applicaion m de Wegc dans IN telle que m(w) =r . Le chaix de cdte fonctionram nera
dorc lapreuve del'ar t lad monstration que la variable r prend des valeurs successves
strictement d c roissantes.
D'apr sleparagraphepr ¢ dent, il nousreste prouver que " my1 IN
(b=B)U(r 2 0)U(r 3 b)U(r =my) [r:=r-b; g:=q+1 1(r <b)U(r <mg). (9
Or d'apr slar gledel'affedation
(r-b <mg)[r=r-b;g:=q+1  ](r <mp)," mel IN,
cequi condut, en appliquant lesr glesdelapr condtion et delapostcondtion
(b=B)U(r 2 QU b)Ur =my) U(r-b <my)[r:=r-b; g:=g+1 ]
(r <b)U(r <mp)," mol IN. (10)
Or (b=B)U(r =m) U(r-b <mp) U (b=B) U(r =mg) U(mo- B<my)
U (b=B)U(r =mp) U(B>0).
La condtion (B > 0) est toujoursvraie ca (AB)T D =IN" IN*, donc
b=B)Ur =my)U(r-b <my) 0 (b=B)U(r =my).
Ced permet ded duirediredement (9) partir de (10), et ach vedorc lapreuvedel'arr t de
Div .

CONCLUSION

L'exemple pr c dent illustre quel paint il est difficle & fastidieux de prouver un
programme, m me tr s court et tr s sSmple. De fait, I'ampleur du travall que @nstitue la
preuve d'un programme d j crit limite norm ment la port e d'une telle m thode. Le
v ritable int r t de cequi pr ¢ de apparat dans une d marche plus efficace: concevoir en
m me temps le programme d sa preuve. Par exemple, sp cifier une boucle par un invariant
avant de I' crire, d terminer le test d'arr t de cdte boucle ai vu de sa postcondtion, pus
crire le arps de la bouwcle de fagon ce quil pr serve l'invariant et ne soit ex cut quun
nombre fini defois.

Donnors un xtit exemple de cdte m thode de programmation avec un programme PGCD
ayant comme arguments deux nombres entiers non nus A et B et tel que I'ex cution ce
PGCIPA,B) calcule le plus grand commun dviseur de A et B en sSappuyant sur les propri t s

suivantes :
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- §A=B,PGCD(AB)=A=B:
- § A<B, PGCD(A,B) = PGCD(A,B+A) ;
- § A>B, PGCD(A,B) = PGCD(A+B,B) ;

Le programme aura deux variables a et b initidises, par passage de param tre, Aet B.

Apr s cette initialisation, la condtion PGCD(a,b) = PGCD(A,B) est satisfaite. Si 1a suite du

programme est une boucle dinvariant PGCD(a,b) = PGCD(A,B) dort le test d'arr t est

a =b, onaura, apr sex cution ce cete boucle PGCD(A,B) = PGCD(a,b) =a =b. Ler sultat

recherch seradorc obtenu lafin de cete boucle avec lavaleur de |'une ou l'autre des deux

variables a et b. En utilisant les propri t s du PGCD donnes ci-desaus, on peut proposer

comme orps de cdte boucle, I'instruction

si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a :

qu laiss bien, dapr s les propri t s ci-desas, la propasition PGCD(A,B) = PGCD(a,b)

invariante, tout en dminuant la valeur de I'une ou l'autre des deux variables (ce qui est a

priori une andtion favorable pou la recherche de la suite d croissante pou la preuve

dar t).

Defagon dusformelle, onpeut v rifier quelaboucle

tantquea b faire

{si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a}

abien comme invariant PGCD(a,b) = PGCD(A,B) en d montrant (r gle delaboucle) :

(PGCD(a,b) = PGCD(A,B)) U(a * b) [si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ]
PGCD(a,b) = PGCD(A,B) (12)

En uilisant lar gledela condtionrelle (11) sed duit de (12) et (13) ci-dessous,

(PGCD(a,b) = PGCD(AB)) U(a t b) U(a>b) [a:=a-b ] (PGCD(a,b) = PGCD(AB)) (12

(PGCD(a,b) =PGCD(AB)) U(at b) U (a>b) [b:=b-a ] (PGCD(a,b) = PGCD(A,B))(13)

gui sed montrent par utili sation desr gles de l'aff ectation et de la pr c ondtion.

Enfin, il reste prouver I'arr t du programme en d terminant une fonction m, des variables du

programme, qu d crot chaque e cution ¢k la boucle. Informellement, il est clair que les

variables a et b restent strictement positives au cours de I'ex cution ¢k la bouwcle. Il en

dcoule qu chague e cution ce laboucle, c'est soit lavaleur de a, soit lavaeur de b qu

dcrot. Unefonctionmqu convient est alors

m: (a,b) ® max(a,b),
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gui est dorc strictement positive, et qui dcrot chaque e cution celabolcle, cequi asaure
I'arr t de cdle-ci.
Formellement, on peut prouver que la propaosition (a>0)U(b > 0) est v rifie avant
I'ex cution celaboucle, pus, delam memani re que pou lapropasition (11), quelle est un
invariant de celle-ci. On montre de m me que (max(a,b) > 0) est v rifi e avant I'ex cution ce
laboucle @ est uninvariant de celle-ci.
En reprenant les notations du dacument et en prenant

E=(@>0)U(m>0)etC=(al b)
on d finit donc m: Wegye ® IN* telle que m(w) = max(a,b), et il faut donc prouver
(@>0)U(b>0)U(a! b)U(max(a,b)=m)

[si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ] (@ =b) U(max(a,b) <my)," mel IN*.
Or (max(a,b) < mg) P (a = b) U (max(a,b) < my), donc en appliquant la r gle de la
postcondtion, ced seram ne  prouver
(@>0)U(b>0)U(a! b)U(max(a,b)=m)

[si a>b alors a:=a-b sinon b:=b-a ] (max(a,b) <mp)," meT IN*,
ce qui peut se fare en appliquant, comme pou la propasition (11), la r gle de la
condtionrelle, pus, pou prouver chaaune des propasitions dort elle d coule, comme pou

les propasitions (12) et (13), lesr glesdel'affedation et delapr condtion.
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